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Preámbulo.

La Teoría Geométricade la Medida y la GeometríaFractaltienenpor objeto

el estudiode subconjuntosde espaciosmétricos (en muchasocasiones]RN con la
topologíausual) ‘excepcionales’desdeel punto de vistade la medida,estoes, con-
juntos con medidade Lebesguenula. Si bien la cuestióngeneralde cómo ocupan

el espacioambientelos conjuntosexcepcionalesse puedeabordardesdediversos
frentes,el primerobjetivo de las mencionadasdisciplinases‘calibrar’ el tamañode

éstosconjuntos.Cuandoel modo enque sedistribuyenesirregular, enel sentidode

queestánlejosde servariedadesdiferenciables,talesconjuntosexcepcionalespodrían

serdenominadosgenéricamente‘fractales’. Deestemodo, la primeracuestiónrele-
vanteque debesolventarsereferentea un conjunto fractal desdeel punto de vista

de su geometría,consisteen cuantificarla maneraen que el conjuntoocupaIRN.

LasMatemáticasdisponendesdeprincipiosde siglo [Rau 18] deunaherramienta

capazdeevaluardemaneraprecisael tamañode un conjunto fractal: la familia de

medidasde Hausdorff{Ht : t > 0}, y de un parámetroque resumeel compor-
tamientode un conjuntocualquierafrente a estafamilia: la dimensiónde Haus-

dorff, que se denotarámediante‘dim’. Otrosconceptosde dimensióny/o medida

han surgidodesdeentoncescon la mismamotivacion. Uno de estosconceptos,la

mediday dimensiónpacking (sedenotaránpor y ‘Dim’ respectivamente)intro-

ducidapor C. Tricot en 1982 [Tri 82], ha recibido especialatenciónen los últimos

años,y su estimaciónjunto con la de la dimensióny medidade Hausdorffes una

cuestiónestándaren la investigaciónreciente(las definicionespuedenverseen el

capítulo1).

Lejosdeconstituirunagaleríadecuriosidadespatológicas,comofueron consider-

adosen un principio los conjuntosqueCantor,Peanoy otros concibieronalrededor

del último cambio de siglo, los conjuntosexcepcionaleshan desempeñadoun pa-
pel relevanteen diversasareasde la matemáticade sabor a priori diferenteal de

la geometríafractal. Entreellas, por citar algunosejemplos,estanlas ecuaciones
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en derivadasparciales,e.g. en el problemade la singularidadde solucionesde las mi
ecuacionesde la dinámicade fluidos en tres dimensiones[CKN 82]; los sistemas

dinámicos,e.g. en el régimenasintóticode muchossistemasdisipativos: los atrac- 4
tores extraños[ER 86]; la variablecompleja,en el problemade la eliminación de

subconjuntosdel dominio defuncionesanalíticasacotadas[Mat, Car66]; la teoríade mi
números,e.g. aproximacióndiofántica,fraccionescontinuas,distribuciónde dígitos
[Egg49, Fal 90] (partede nuestrotrabajotiene gran relación con el último prob-

lemamencionado).Enlos textosdeFalconer[Fal 90] y deGuzmán,Martin, Morány
Reyes[GMMR 93] seproporcionaunapanorámicasobrela ubicuidadde los conjun-
tos excepcionalestantoen áreasde las matemáticascomo de las cienciasaplicadas. u’
Todo ello no hacesino ilustrar la relevanciadel problemade la estimaciónde la
medidade talesúonjuntos. Cuandoun conjunto ‘excepcional’ apareceen un prob- 4
lema de manerarelevante,la primera cuestiónde interéses estimarsu dimension
y medidade Hausdorffy packing. La relaciónentreambosconceptospara el con-
junto consideradoproporcionavaliosainformación sobrela estructurageométrica

del conjunto.

Una de las áreasque no seha citado arriba esla teoría de la probabilidad,y
sin embargolos ejemplosclásicosde la probabilidadgeométrica(agujade Buifon,

paradojadeBertrand,etc.) sugierenquela conexiónentregeometríay probabilidad u’
esciertamenteantiguay fructífera. Másaún,si seconsideraqueel probleúiaprimero
de la probabilidad,i.e. estimar la probabilidadde los sucesosde interés,sereduce 1
a un problemademedidaen IRN, puedepensarseque enefectola probabilidadestá

íntimamentevinculadaa la geometríade los conjuntosde IR”’. Aunqueestaafir- u’
maciónseaopinable,debedarsela razóna quienla desestimecomojustificaciónpara
que la probabilidadaparezcaen la relacióndel párrafoanterior. Ello esasíporque

el problemamatriz de lageometríafractal, i.e. la estimacióndel tamañode los con- mi
juntos de medidanula, ha sido tradicionalmentedesestimadopor la probabilidad,
quepersiguegenéricamentesituaciones“casi seguras”sin preocuparseprecisamente u’
de las excepciones.

Del párrafoanterior puedeobtenersela ideade quela geometríade los conjun -u’
tos excepcionalessólo estádestinadaa jugar un papelanecdóticoen probabilidad.

Nuestraopinión es definitivamenteen el sentidoopuesto:creemosque las técnicas u’
de teoríageométricade la medidapuedenaplicarsede manerarelevanteen prob-

u’
u’
mi
u’
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abilidad. Las ideaspionerasde Billingsley [Bil 60], que seráuna de las referencias
básicasdenuestrotrabajo,reafirmansin dudaesacreencia.La técnicasqueBilhings-
leyempleaparala ‘geometrizaciónde laprobabilidad’,recuperadasenciertosentido

porTricot veinte añosdespués,hanjugadoun importantepapelen el desarrollade

la teoríageométricade la medida.

Por otra parte,en sentidocontrariodebeafirmarsea cienciaciertaque la prob-

abilidad desempeñahoy día un papelesencialen geometríafractal. La lista de
trabajosde esteáreaque hacenuso de resultadosde probabilidady de la teoría

de procesosestocásticosesciertamenteextensa:porcitar algúnejemplo,[BER 89,

CM 92, Per94, Fal 94]. Tanto es así que puededecirseque algunos resultados
geométricosestánpendientesde otros que se formulanen términosestrictamente
probabilistas.En nuestrotrabajosucedenambascosas: resultadosclásicosdeprob-

abilidad intervienenen la pruebade algunode los resultadosque sepresentanen

estamemoria;y por otra partealgunosproblemasque quedanabiertossereducen
a resolverproblemaspuramenteprobabilísticos.

El trabajoque presentamossesitúa,dentrodel áreade la teoríageométricade

lamedida,en lo quegenéricamentepuededenorninarsegeometríaautosemejante,en

alusiónal tipo de construccionesgeométricasqueestudia.La geometríaautoseme-
jante estáestrechamentevinculadaa la probabilidadarribamencionada,al menos

en tres aspectosrelacionadosy complementarios.Estostres aspectosserecogena

continuaciónpuestoque en nuestraopinión motivan la naturaleza‘probabilista’ de
la geometríaautosemejante;y ademásintroducenlos objetosy las técnicasde que

seocuparáestamemoria.

• Laprimeraobservacióntienequever conelmodoenqueseconstruyenmuchos

de los paradigmasdeconjuntos‘excepcionales’:los conjuntosde tipo Cantor.

Se obtieneun continuodepuntosmedianteintersecciónnumerablede familias
de cerradosdisjuntos. Ello proporcionaun espaciode códigos abstracto(el

conjuntode Cantorabstracto)demaneraquecadapuntodel fractal seidenti-
ficacon (codificacomo)unarealizacióndeunprocesoestocasticodiscreto,que

tienelugar enel espaciode códigos. Un conjunto autosemejantesepuedeen-

tenderdemodonaturalcomoel conjuntode todaslasposiblesrealizacionesde

un procesoestocásticode pruebasrepetidas(i.e. de variablesindependientes
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e idénticamentedistribuidas).Esteesel punto devistaque aquíseadopta,y u’
nosconduciráa considerarsubconjuntosrelevantesde ‘realizacionesespeciales’
y preguntarseporsus propiedadesgeométricas, u’

• Un punto de vista alternativopero complementarioconsisteen considerarel
conjuntofractal comosoportede la(s) medida(s)de probabilidadque sea(n) u’
relevante(s),y preguntarsepor las propiedadesgeométricasde dicha(s) me-

dida(s). Alternativamente,sepuedepensaren la medidade probabilidadde mi
queestádotadoel procesoestocásticoque‘genera’el conjuntoautosemejante
comoenelpárrafoanterior. Ello desplazalaatencióndelos conjuntosalasme-

didas,proporcionandoen generaluna aproximaciónalternativaa la geometría u’
de las distribucionesde puntos/demasaen un espaciométrico. La dualidad
medida—conjuntosepuedeentendercomo consecuenciade que todamedida
deprobabilidadestáasociadademaneranaturala los conjuntos(no necesari-

amentecerrados)capacesde concentrartodala masade la medida,y de que - ¿
todo conjunto sepuedecontemplardesdeel punto de vista de las medidas J
que puede‘soportar’. Estaóptica alternativa,que consideralas medidasper

se, y sepreguntapor suspropiedadesgeométricas,harecibido dehechogran u’
atencióntanto en teoríageométricade la medida, e.g. analisis multifractal

[CM 92, EM 92, FM 94], IFS recurrentes[BEH 89]; comoen otras áreas,e.g. u’sistemasdinámicos[ER 86], y análisisno-linealde seriestemporales[MMR 95]
(y referenciasallí).

• La terceraobservaciónestáen relacióna las técnicasgeométricasque seem-

pleanpara el análisis de las medidasy los conjuntosque nosocupan. Hay

al menosdosmodos de obtenerestimacionesparala mediday dimensiónde 4
Hausdorffy packing: usandorecubrimientos(global),y usandodensidades(lo-

cal). El papelrelevantequetienehoy díala dimensiónpackingsedebeaquese 1
comportalocalmentedemaneraduala la medidaHausdorff,comodemostróel

profundotrabajodeTricot a principiosde los añosochenta[Tri 82]. La técnica
queaquíseusacombinalas técnicasgeométricaslocales,quepermitenreducir u’
el cálculode medidasy dimensiones(una cuestónglobal) al cálculo de den-

sidades(una cuestiónlocal), con algunosresultadosclásicosdeprobabilidad,
quepermitenevaluardichasdensidades.

u’
En estetrabajo presentamospor tanto propiedadesde dimensióny medidade

—i

u’
u’
J
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Hausdorffy packingde medidasy conjuntosautosemejantes.Un conjunto autose-

mejanteesgrosso modoaquelquesepuedeescribircomounión decopiasa escalade

sí mismo. Otro punto de vistaesentenderlos conjuntosy medidasautosemejantes
asociadosde modo naturala un procesode Bernouilli (de pruebasrepetidas)que

tienelugar enel espaciode códigosabstracto.En concreto,si M = {1, 2,..., mn}, y

p = (pl,p2,-. . ,p».) esun vectorde probabilidaden M, el espaciode códigosesel
espacioproductoM’4 := nrM, y la medidaproductoasociadaa p es = nr p,

entoncesel conjunto autosemejanteE seobtienecomounaproyeccióncontinuadel
espacioMN E — r(MN), dondela aplicaciónir se definea partir de un sistema

de semejanzascontractivasde IR”’ ‘1’ — : i E M} (ver (1.14) parala definición
de ir). Demodo similar, seobtienela medidaautosemejanteMp como la proyección

medianteir de la medidazj,, .e. g> = o iC~. Todaslas medidasautosemejantes

estánsoportadasenel conjuntocompactoE.

Aunqueno se asociausualmentecon la idea de autosemejanza,el ejemplomás

sencillodeconjuntoautosemejanteesel intervalounidad,quedesdeluegoseconsigue

comounión de vn copiasde sí mismoa escalam1. Cadapunto enel intervaloestá
‘codificado’ de maneranatural por la secuencia(infinita cuandohay dos) formada

por los coeficientesde su expansiónen basevn.

La geometríaautosemejanterecibeintensaatenciónen la investigaciónactivaen

geometríafractal. En nuestrotrabajohemosobtenidoresultadossobregeometría
autosemejanteal menosen los tres aspectosque sehan comentadoarriba. Estosse

detallanseparadamentedebajo.

En cuantoa laorganizaciónde los resultadosquecontieneestamemoriasedebe

señalarlo siguiente. En el capítulo 1 serecogenlas definicionesque seránde uso

comúny continuadoa lo largo del texto, y no contienepor tanto contribuciones

originales. La primeraseccióndecadacapítulobien presentay sitúalos problemas
que seresuelvenen el capitulo en su contexto adecuado(secciones2.1, 5.1), bien

ilustra ademáslas técnicasque se usan,revisandosu uso y trascendenciaen la

literatura (secciones3.1, 4.1). Se ha preferidoinsertaren el texto en el momento

oportunolos resultadosespecíficosconocidosen la literatura de los que se hace

uso. A continuaciónsedetallanestosresultados.En la sección2.3.2 es necesario

el teoremaergódicomultiplicativo de Oseledecy la invarianciabajo isomorfismo
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de ciertaspropiedadesde teoríaergódica(que sepuedenconsultaren [Wal 82] en u’
detalle). La ley del logaritmo iteradoseusaen laff secciones3.3, 4.3, y en alguna
ocasiónen el capitulo5. La versiónque necesitaremosestáenunciadaen la página u’
85. Un teoremade S.J.Taylor y C. Tricot de 1985 [TT 85], que senecesitaráen la
demostracióndel teoremacentraldel capítulo4 seenunciaenlapágina115. Laparte u’
del teorema3.3.3 referentea la dimensiónHausdorff fue probadoen [DGSH 92],
sin embargola demostraciónaquíes algo diferente. Todos los resultadosque se u’enunciany demuestranenestamemoria,a excepciónde los explicitadosarriba,son
aportacionesoriginales. Comoreferenciadeuso, los resultadosqueestánnumerados

dentrodecadacapítulosonpropios,mientrasque los resultadosde la literaturaque u’
seusanpuntualmente(los mencionadosarriba) no lo están.

El restodeestecapítulodepresentaciónsededicaaprecisarlos principalesresultados u’
queseincluyen enestamemoriay a ponerde manifiestosurelacióncon la literatura
del área.Consideracionesmasprecisassobretécnicas,antecedentes,y relevanciade

los problemasque seabordansepuedenencontraren la secciónpreliminarde cada

capitulo.

u’
Resultadossobrela Geometríade MedidasAutosemejantes. u’

Unamedidaen IRN esun objeto abstracto,que se‘vísualiza’ geométricamenterep-

resentandolos conjuntosqueconcentranlamasatotalde lamedida. Sedebepensar u’
por tanto en una medidacomo ‘excepcional’ o ‘fractal’ como aquellaque sepuede

concentrarenun conjuntodemedidadeLebesgueN—dimensionalnula. Entérminos u’
clásicosde teoríade la medidaéstassedenominanmedidassingulares.Hemosen-
contradotres tipos de resultadosreferentesa las medidasautosemejantes:sobrela

estructurade los espacios(E, p~) como espaciosde medidaabstractos,relativos a u’
y, como medidainvariantey ergódicade un sistemadinámico sobreE, y resulta-
dos relativos propiamentea la geometríade g~ en 111N~ Los dos primerostienen u’
implicacionesluegoen los aspectosgeométricosde la medida.

Las medidasautosemejantesson genéricamentemedidasfractales,o singulares u’
respectoa la medidade Lebesgue. Cuandoel conjunto E es disconexo,i.e. la

u’
u’
u’
mi
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proyección ir es una biyección y por tanto E es topológicamenteun conjunto de

Cantor,la ley fuerte de grandesnúmerosimplica que dosmedidasautosemejantes
sonmutuamentesingulares.C. Bandtplanteóen 1991 [Ban 91] si estasingularidad
semantieneen el casoen que ir no esínyectiva,y por tanto haypuntosque tienen

códigos múltiples. Al conjunto de puntos de E con múltiples anteimágenespor

ir se le denominaconjunto de solapamientode E (o del sistemade semejanzas).

En general,estees un problemacomplejo,parael que inclusoen el intervalosólo

hay respuestasparciales. En el casoen que severifica la condición estándarde
separación,i.e. la condición de abierto (ver 1.15), hemosencontradola respuesta
al problemade Bandt en sentidoafirmativo. Es importantenotar que, lejos del

casodel intervalo expuestoarriba,dondeel conjuntodesolapamientoesnumerable

(y por tanto trivial dimensionalmente),el conjunto de talespuntos puedesermuy
importantegeométricamente.

En realidadla soluciónal problemade la singularidadde medidasautoseme-

jante expuestoarriba, esun corolario de un resultadoacercade la estructuradel
espaciode medida(E, gp), quehemosllamadoO—lema. Comoconsecuenciadirecta

del O—lema, se demuestraque (E, gp) esisomorfo como espaciode medidaal es-

pacio (MU, Vp). Esto tiene implicacionesdurantetodo el trabajoposterior. Debe
señalarsequehay referenciasexplicitasen la literaturaaludiendoal problemade si

el conjuntode solapamientopuedeconcentrar‘mucha’ medidaautosemejante.En
concreto,los trabajossobredescomposiciónmultifractal de Cawleyy Mauldin para

medidasautosemejantesen construccionesdisjuntas[CM 92], de Edgary Mauldin

paramedidasmarkovianasenconstruccionesdirigidas porgrafos [EM 92], y deFab
coner paramedidasestadísticarnenteautosemejantes[Fal 94] planteancomo prob-

lemainicial paraextendersusresultadosa casosmásgenerales(no—disjuntos)el que
la medidadel conjuntode solapamientopuedano ser nula. El e—lema demuestra

que ese no puedeserel caso para las medidasautosemejantesbajo condición de

abierto. Los argumentosempleadosparaobteneresteresultadosepuedenextender
con seguridada las medidasconsideradasen [EM 92] y [Fal 94].

Un resultadoquehaceusoesencialdel O—lemaconciernea la teoríaergódicade

sistemasdinámicos.El O—lemapermitedefinir, cuandosetienecondicióndeabierto,
una aplicación(de hechomuchas)T en E que conjugaconel shift deBernouilli en

el espacioMU. Más aún,sepuededemostrarqueel shift T preservala medidag~,
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y es ergódicarespectoa estamedida. Por tanto, la naturalezade T en E, como

transformaciónque preservala medida,es la del shift de Bernouilli en MN. En la
sección2.3 probamosun teoremaque demuestraquela fórmulade dimensiónde la u’
medidagp tiene una interpretaciónlimpia en términos de magnitudesclásicasde
teoríaergódica: la entropíade Kolmogorov—Sinaide la mediday,, y los exponentes u’
de Liapunov del par (T, gp). Dicha fórmula sintetizade forma sencilla cómo la

geometríade y> seexplicaen términos de la estocasticidadpresenteen el sistema
dinámicodesacopladaenlaaleatoriedadglobaly probabilistamedidaporlaentropía, u’
y en la estocasticidadlocal y geométrica,producto de la divergenciade órbitas

próximasmedidapor los exponentesde Liapunov. El capítulo2 estádedicadoal u’
e—lemay las consecuenciasdeesteresultadoexplicadasarriba.

Los capítulosSy 4 estáníntegramentededicadosa la geometríade las medidas u’
autosemejantesen IRN. Estudiarla geometríade Sp, el modo en sedistribuyeen

el espacioIRN, consisteen ‘graduar su singularidad’. El grado de singularidadde u’
unamedida(con respectoa la medidade Lebesgue)estádadoporsu dimensiónde

Hausdorff(ver sección1.3 parala definición), dimy, quesedefinecomoel ínfimo de u’
las dimensionesdeconjuntosde y—medidaplena,y por tanto implicaque la medida
y es singular respectoa las medidasde llausdorff Ht si t > dimy. En 1992 A.
Deliu, J.S.Geronimo,R. Shonkwilery D. Hardin (DGSH en adelante)encontraron u’
la fórmula parala dimensiónde Hausdorff de la medidaautosemejantegp en el

casoen queMes un conjuntofinito como arriba(ver [DGSH 92]). Dichafórmula 1

se expresasólo en términos de la probabilidadp y las razonesde contracciónde

las semejanzas.Los autoresmencionadosencontraronla dimensión de medidas u’másgenerales,que comprendenlasautosemejantescomo casoparticular. Más aún,

resultadosde Tricot [Tri 82] muestranque de hechoel trabajo de DGSH prueba

tambiénquela dimensiónpackingde gp coincidecon la dimensióndeHausdorff. u’
Seaun vectorde probabilidadp fijo, y ponery gp. Unacuestiónrelevante u’

abierta es por tanto decidir si g, es o no singular respectoa la medidas11du’w¿
~, pDimt¿ Observarque, del mismo modo que la dimensión de Hausdorff de un u’conjuntono proporcionainformacionalgunasobrecúal es lamedidadel conjuntoen

su dimensión,el valor de la dimensióndeHausdorff(alternativamentepacking)de la

medidano informasobresi lamedidaessingularo no con respectoala medidaHdmnh/L u’
(alt. P

01””j. Enel capítulo3 (sección3.3) sedemuestraquey essingularrespectoa

u’
u’
u’
u’
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la medidadeHausdorff,mientrasqueen el capítulo4 sepruebaqueno lo esrespecto

a la medidapacking(es continuarespectoa pDizi~, ver 4.3). Estosresultadosson

en realidadconsecuenciade otros másfinos, que precisanun refinamientode las
funcionespotencialesque se empleanparacomputarlas medidasHaIJIp y pDimtt

Paraello esnecesariomanejarlos conceptosde medidade Hausdorff(y packing)
asociadosa funcionesmásgeneralesque las potenciales. Tomemosel caso de las

medidasde llausdorff; del resultadode DGSH se tiene que la medidaH’ de un
conjunto de gr—medidatotal escero para cualquiert > dimg. Sin embargo,hay
medidasde Hausdorffmayoresque pero menoresque cualquierHt con i <

dimg arbitrario,queseobtienenusandofunciones‘mayores’que¿dhuIM pero‘menores’

que cualquierfunción Q, t < dimg, para evaluarel tamañode los recubrimientos
de los conjuntos (ver sección1.1 para las definicionesprecisas). Lo que hemos

conseguidoes encontrartodauna familia de medidasde Hausdorff,mayoresquela
medida~ peromenoresque cualquiermedidaHt, t> dimg, y talesquemiden

ceroun conjunto que concentratodala medidaji.

En concreto,si g = {#
0(x) : a E ]R} es la familia un—parámetrode funcionesde

variablereal definidasmediante

= x”~”’~exp (a(2logxclogloglogxc)í/2), (0.1)

donde c = c(p, 4’) es un parámetrofijo que dependede la probabilidadp y del

sistemade semejanzas‘1’, hemos demostradoque existeun valor de ‘corte’ d
d(p,4¡) > 0 tal quela medidaautosemejantey essingularrespectoa la medidade

HausdorffHtú si a <d, pero absolutamentecontinuarespectoa la medida~ si

a> d. En particularexisteun conjuntode y—medidaplenacuya H’
1~”’~—medida es

nula, y se siguela singularidadafirmadaarriba.

El protocoloparala medidapackingessimilar. Dehecho,esrelevantedestacar

queel resultadoquehemosobtenidoparala medidapackinges‘simétrico’ respecto

del delamedidadeHausdorffexplicadoarriba: si Q esla familia definidaen (0.1)y d
esel valor de cortearriba,hemosprobadoquelamedidaautosemejantey essingular

respectoa lamedidapacking~#o paraa < —dy esabsolutamentecontinuarespecto

a la medidapackingp#a si a > —d. En particularla medidaji es absolutamente

continuarespectoa pDh~~¡¿, puestoque Dimy = dimy.

Hay diversosresultadosen la literaturaexhibiendodiferenciasentredimension
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y medidasHausdorffy packing, e.g. [Tri82, TT 85, ST 88], que contribuyen al u’
igual quesus analogíasa unamayorcomprensiónde la complementariedadentrelos midosconceptos.Algunos de estosresultadosestándescritosen la sección4.1. Los
resultadosexpuestosarriba(ver corolarios3.3.8 y 4.3.8),quehemosdemostradoen
las secciones3.3 y 4.3, componenconjuntamenteotra simetríanadatrivial entre u’
ambasmedidas,confirmandosu carácterdual. Ello sitúalos resultadoscentralesde
estasdos seccionesen unacorrienteactualde graninterésenel área.Es importante mi
destacarque, aunquelas técnicasempleadasen los capítulos3 y 4 son locales, las
ideasque subyacensondiferentes.

á
Hemosextendidoel resultadode DGSH en otra dirección. Los argumentosde

DGSH dependenesencialmentede que el conjunto Mes finito. Los conjuntosau- u’
tosemejantesgeneradosporsistemasnumerablesdesemejanzas(i.e. M = IN arriba)

constituyenun áreamuy recientede investigación[Wic 92, Mor iii, MU, Fer]. En mila sección3.1 damosla fórmulaparala dimensiónde la medidag, en estecaso.El
teorema4.2.7 demuestraquela fórmulaen el casoinfinito generalizala conocidaen
el caso M finito. Ello requiereel usode ideasnuevasen la literatura. u’

mi
Resultados sobre la Geometría de Conjuntos Autoseme-
jantes. mi
La literaturadel áreaseha centradodesde1981 exclusivamenteen el estudiode la u’
geometríadel conjuntoautosemejanteE. Se conocensu dimensiónde Hausdorffy

packing,quecoinciden[Fal 90], y sesabeque tienemedidafinita y positiva endicha mi
dimensión.Sin embargo,no sehanconsideradohastaahorapropiedadesgeométricas

de subconjuntosdeE. Como severá,subconjuntosrelevantesde E aparecennatu-

miralinentecuandoseconsiderandiferentesmedidasgp en E. El trabajoque hemos
desarrolladoa esterespectopuededenominarsegenéricamenteandilsisfrecuencia!
en conjuntosautosemejantes.El capítulo 5 de estamemoriaestádedicadoen su u’
totalidada esteaspecto.Los preliminaresdel capítulodetallan,másenprofundidad

de lo quesehacedebajo,los bellosantecedentesdealgunosde los problemasquese mi
tratanallí.

mi
mi
mi
u’
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La motivación parala investigacióndesarrolladaen el capítulo5 fue intentar
caracterizarlos puntos‘típicos’ de un conjunto autosemejante.Es evidenteque la

‘tipicidad’ dependede la medidadeprobabilidadqueseconsidereenE; sin embargo
comosetiene que O <Hd~(E) < +co, la medidaHamE sepuedeprobabilizar,y

parecenaturalconsiderarla tipicidad en E con respectoa dichamedida. En el caso

particulardel intervalo, unapistadecómoresolveresteproblemala proporcionóE.

Borel cuandodemostróla ley de los númerosnormalesen 1908. La ley fuerte de
grandesnúmerosdemuestraquesi seconsiderael conjuntodepuntosx del intervalo

con las vn frecuenciasasintóticas64x) decadadígito i E M ensu expansiónvn—aria
dadas,&(x) = p~, entoncesla y~—medidade talespuntoses1. El conjuntodepuntos

normalesenel sentidode Borel es el que 6í(x) = m1, i c M. Si p~ ~ nc’ para

al menosun i entoncesla medidade Lebesguede tal conjunto esnula, y por tanto
el problemanaturalen teoríageométricade la medidaesencontrarla dimensiónde

Hausdorffdetalesconjuntos‘excepcionales’.A.S. Besicovitchresolvióesteproblema
paravn = 2 en 1934 [Bes34], y H.G. Egglestonencontróla dimensiónde Hausdorff
de talesconjuntosparavn > 2 en 1949 [Egg49].

Nuestrotrabajoextiendeel conceptode ‘normalidad’ de Borel a conjuntosau-

tosemejantes,y caracterizaun conjunto de puntos ‘Borel—normales’ de E/de 4’.

Asimismo, hemos llamado conjunto de Besicovitchde E asociadoal vector p al

conjuntoproyecciónpor ir del conjunto de códigos de MU que tienenfrecuencia

asintóticadel dígito i E M dadapor p,. Hemosllamadoconjuntosde Besicovitch—

Egglestona los conjuntosde Besicovitchdel intervalo. Extenderlos resultadosde

Besicovitchy Egglestona los conjuntosautosemejantesno esunacuestióntrivial, y

tienela dificultad, con respectoa la construcciónen el intervalo, de queen general

el conjuntodepuntosde códigosmúltiplesno tieneporquésernumerableni siquiera

cuandosetienela condicióndeabierto. El resultadodeDGSH,sin embargo,facilita

el trabajo. Hemosencontradola dimensiónde Hausdorffy la dimensión packing
de los conjuntosde Besicovitch en E cuandose verifica la condición de abierto.

Asimismo, sedan respuestasparcialesal problemade encontrarla medidade es-

tos conjuntosen su dimensión. En particular,se demuestraque los conjuntosde
Besicovitch—Egglestontienenmedidapackinginfinito ensu dimensión,mientrasque

su medidade Hausdorffes cero o infinito. El problemade encontraren generalla

medidadeHausdorffde los conjuntosdeBesicovitch(enparticularde los conjuntos

de Besicovitch—Eggleston)permaneceabierto.
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u’
Los conjuntosdeBesicovitchjueganun papelcomplementariorespectoa lasme-

didasautosemejantes,comoel conjuntode puntosque concentratoda la mediday
queademásesautosemejanteenel mismosentidoenqueE lo es. Denuestrotrabajo

sedesprendeque no hay un sólo conjuntodepuntostípicos de E con respectoa la
mediday~, sino variosconjuntosqueconcentrantodala medida(enesesentidoson u’
típicos) y quesepuedencaracterizarmediantepropiedadesfrecuencialesasintóticas
de las secuenciasde códigos de MN que les correspondenpor la proyecciónir. En u’particular,uno de estosconjuntos,quehemosllamado conjunto de Besicovitchfino
concentratoda la medidagp, estácontenidoen el conjunto de Besicovitchcorre-

spondientepero esmuchomáspequeño,y tiene propiedadesde regularidadmucho u’
másfuertes. Más aún,una propiedadimportantedeestosconjuntosesque no in-
tersecanal conjunto de solapaxniento.En el caso en que dicho conjunto tiene la

dimensióndeE, tienela mismamedidadeHausdorffy packingque E, y por tanto

puedeconsiderarsecomoel verdadero‘corazon’ del conjunto E o el conjuntode los

puntos ‘super—normales’deE. u’
Los conjuntosdeBesicovitch(y otrosdefinidosfrecuencialniente)tienenlamisma u’

propiedadde autosemejanzade E: se descomponenen vn copiasa escalade sí

mismos. La diferenciacon E es la compacidad,es bien sabidoque E es el único u’compactoautosemejanteasociadoal sistemadesemejanzas‘1’ [Rut 81]. Un aspecto
importantede nuestropunto de vista es que seobtieneuna idea más rica de la

geometríaautosemejantesi seelimina la restricciónde la compacidad,de modo que

el conceptoque cobra relevanciaes el de autosemejantede y~—medidaplena. A

éstos(conjuntosde Besicovitchentreellos) estádedicadala sección5.2. Alguno
resultadosserángeneralesparalaclasedeconjuntosautosemejantesen estesentido

másamplio.

Otrosconjuntosdefinidosfrecuencialrnente,no necesariamenteen términosdel

comportamientoasintóticode las frecuenciasde cadai c M, ni concentrandola

medidajip, sedefinenen la sección5.3 y seestudiansuspropiedadesdedimension.

El trabajodeBillingsley [Bil 60, Bu 61] introduciendola dimensiónde Hausdorffen u’
teoríade probabilidad,seusaallí paraobtenerla dimensiónde algunosconjuntos
de y~—medidanula. u’u’

u’
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Resultados sobre las Técnicas Locales para Estimación de
Medida y Dimensión en Geometría Autosemejante.

El último aspectoque debedestacarsesobrela investigaciónque hemosllevadoa

caboesrelativoa las técnicasquesehanempleadoparaobtenerlos resultadossobre
las propiedadesgeométricasdemedidasy conjuntosexpuestosarriba.

La técnicadel capítulo 3 es local, y seremonta al trabajode C.A. Rogersy
S.J.Taylor [Rl 61]. La ideaconsiste9~O85O modoen definir una densidadlocal de

una mediday en un punto x respectoa cadadimensión. Estadensidadevalúael

comportamientolocal de la mediday de un entornodeun puntorespectoal tamaño

geométricodel entorno, que se mide como función del diámetro. El teoremade
densidadqueRogersy Taylorprobaronafirmaquesi seentiendeel comportamiento

típico (i.e. g—a.e.) de la densidadde la mediday seobtieneinformaciónsobresu
singularidadrespectoa la medidade Hausdorffque correspondecon la dimensión

sondeada.Rogersy Taylor demostraronsu teoremapara medidasde Borel y una
densidaddefinidasobreentornosrectangulares.Paraconseguirnuestrosresultados,

sehadeextenderel resultadode Rogers—Taylora densidadesdefinidasad hoc para

construccionesautosemejantes.Previamentepor tantosehadedefinir unadensidad

geométricaparalos puntos de E que funcioneen el contextoque nos interesa,y
demostrarentoncesun teoremade densidadá la R.ogers—Taylorparala función de

densidadconsiderada.Estose haceen las secciones3.3 y 3.2 respectivamente.

El teoremade densidadque hemos probado(teorema3.2.3) tiene utilidad en

generalen el estudiode la geometríaautosemejante.En ocasiones,los resultados
de dimensióny/o medidade los conjuntosseconsiguenencontrandouna medida

adecuadaquetieneun comportamientolocal (dadopor la densidad)queseentiende

bien. Un resultadocomoel teorema3.2.3 espuesimportantesi la medidaautose-

mejante‘funciona bien’ en el casoconcretoque seconsidera.En la sección5.3 se

encuentrala dimensióndealgunosconjuntosusandocomoherramientaauxiliar una

medidaautosemejanteadecuada.

Con el objeto de mejorar la técnicaque proporcionael teorema3.2.3 para el
cómputo de la dimensiónde Hausdorff debilitamoslas hipótesisdel teorema. En
primer lugar, se formula un teoremade densidadlogarítmicoque, a diferenciadel
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mi
3.2.3, sólo es capaz de estimar dimensión (esto se haceen la sección3.2). En

segundolugar, seelimina la hipótesisdeque el conjunto seade y~—medidapositiva mi
para obteneruna estimacióninferior de la dimensión de Hausdorff. Ello conduce
a considerarel conceptode dimensiónde Hausdorff—Billingsley. Creemosque esta

es una ideaque no se ha explotadosuficientementeen la literatura, y que podría 4
resultarimportanteen casosdondeel conjuntoobjetivo tienemedidacero (debeser

sin embargo‘grande’ dimensionalmenteen términosde la dimensiónde Hausdorff- J
Billingsley, ver sección5.3).

Los resultadosdel capítulo 4 se consiguentambiénmediantetécnicaslocales, mi
reduciendola densidadque hemosdefinido en autosemejantesa densidadessobre

bolas, paralas que existenteoremasde densidadbien conocidos[TT 85, ST 88]. J
Paraconseguirestoseintroduceuna nuevatécnicaquesirve paracubrir bolascen-

tradasenpuntosx E E mediantecilindros (i.e. básicamenteimágenesa escaladeE, mi
ver (1.23)). Esta técnica,que hemosllamadode bola viajeranossirve en el capítulo
4 para encontrarla dimensión de las medidasautosemejantesen el casogeneral, miy mostrarla continuidadrespectoa la medidapackingen su dimensiónen el caso
finito. Probablementela técnicade bola viajera searelevanteen otros problemas

planteadosen geometríafractal. 4
Las técnicaslocales usadashan resultadociertamentepotentes,reduciendola miestimaciónde la dimensión/medidaa la de la densidad,que a su vez setraduceen

una cuestiónde probabilidadde ley tipo fuerte: ley de grandesnúmerosy ley de
logaritmo iterado. Aquí la probabilidadsemuestraimportanteuna vez más. Una 4
revísioncon cierto detallede las técnicaslocales,y de sus antecedentesestádadaen

la sección3.1 4
mi

Llegar a estemomentoes una de las mayoressatisfaccionesque proporcionaun
procesotan particularcomo es escribirunatesis doctoral. Uno componeun cuadro mi
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los últimos cuatroaños,y sienteuna satisfacciónindecibleal dar las gracias.
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mi
mi
mi
mi
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Capítulo 1

Introducción. Marco para la
investigación realizada.

En estecapítuloserecogenlos conceptosbásicosde teoríageométricade la medida

que se usarándurantetoda estamemoria. Los conceptosy resultadosque sean
necesariosen algunaocasióna lo largodel texto sedefinirán oportunamente.

1.1 Medida y dimensión de Hausdorff.

DadoA E IR”’ y 6> 0, serecubreA con una colección(a lo másnumerable){U1}1

de conjuntosdediámetros ¡ U1 1=6 (la notación ¡ 1 seusaparael diámetrode un

conjunto). Tal colecciónse denomina6—recubrimientode A. Parat > O la medida
de Hausdorfft—dimensionalen IR”’ sedefinecomo extensiónnaturalde la definición

de la medidade LebesgueLN. Paraun ‘grado de resolución’ 6 > O serecubreel

conjuntoA medianteconjuntosarbitrariosde diámetrono mayorque 6 y seevalúa

el ‘tamaño’ t—dimensionaldel recubrimiento.Le. ~ ¡ U~ It Seescogela suma‘mas
eficaz’, que sedenominaH~(A)

Hl(A) := inf{Z ¡ U1 ¡~: {U~}~ 6—recubrimientodeA}. (1.1)
lEN

23
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u’
La medida t—dimensionalde Hausdorffsedefine entoncescomo el limite en (1.1)
cuandola resoluciónsehacecero,í.e. u’

Ht(A) := limH~(A) = supH~(A), (1.2)
6—.O 6>0 u’

dondeel límite es en realidad un supremo, dado que Hl(A) es claramenteno—

decrecientecomo función de 6. Observarquela medidaHt generalizala medidade u’
Lebesguea dimensionesno enteras.

La dimensiónde Hausdorffde A estádadamediante ‘u’
dim(A) = sup{t : Ht(A) = +oo} = inf{t : Ht(A) = 0}, (1.3) -1

demaneraque dim(A) es un valor queresumeel comportamientodeA respectoa la

familiaparamétricademedidas{Ht}o.o. Es importantedestacarqueque el cálculo u’
de la dimensiónde A no aportainformación ningunasobrela medidade A en su
dimensiónHalla(A), de modo que cuandoseencuentrala dimensiónde un conjunto u’unasegundatareamásfina (y generalmentemásardua)consisteendecidir cúaleselvalorde la medidadel conjuntoen sudimensión. La situaciónenqueun continuode

puntosA c ¡{N arbitrarioarrojaun valor finito y positivoen elprocesoparaobtener ‘u’
(1.2) usandoprecisamenteuna función potencialdel diámetroes ciertamentemuy
particular. Debe considerarsepor tanto como probableel hechode que la medida u’H<¡inlÁ(A) seacero o infinito. Esto conducea admitir enel procesode definiciónen

(1.1)—(1.2)unaclasede funcionesdel diámetrode los conjuntosmásampliaque las

potenciales,y por tanto considerarmedidasdeHausdorffmás generales. u’
En estetrabajo necesitaremosesanocion más ‘fina’ de medida de Hausdorff u’

asociadaa la funciónde dimensión~, o 4>—medidade I{ausdorff. Sedefineel conjunto

de funcionesde dimensiónY como u’
7= {4>: (0,6) ‘—* IR’7 4>continuacrecientelim «¿> =0, 0<6cl}. (1.4)

¿—*0k

u’Consideraremosademásrecubrimientosusandosólo bolas,demodoquela 4>—medida
de Hausdorffesféricade A sedefinecomo

H~(A) = sup inf{Z 4>(1B
11): {B1}1 6 —recubrimientodeAporbolas}. (1.5)

6>0 iCIN u’

u’
u’
u’
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La expresióndentrodel supremose denotamedianteHt(A), y es no—decreciente
comofunción de 6.

Para4. 6 7 verificando

limsup(4>(2sfl/4>(¿)):= .9?< +00, (1.6)
¿—.0

la medidaHt es comparablea la medida de HausdorffestándarHt, que se ob-

tiene tomando el ínfimo en (1.5) sobre6—recubrimientosformadospor conjuntos
cualesquierade IR”’, como en (1.1). Ambasmedidassoncomparableso equivalentes
en el sentidode que

(4>*)~lH#(A) =H~(A) =H~(A) (1.7)

(ver [Fal 90]) de modo que ambasson finitas y/o positivas simultáneamente.La

medidaesféricaHt seusarádurantetodaestamemoria.

Si «~) = Q, ponemosH~ parala medidadeHausdorffesféricat—dimensional.Es

claro queel valor de la dimensióndeHausdorffesel mismo si seusaen la definición

(1.3) cualquiermedidacomparablea Ht (usualmentesedefine ‘dim’ en términosde
las medidasde HausdorffHt).

DadoA c IR”’, elmodoenqueusualmenteseencuentraen la prácticala función
dedimensiónque consigueque O < Ht(A) < +00 esel siguiente. En primer lugar

seencuentrala dimensión. En ocasiones,comoen el casode los conjuntosautose-

mejantes[GMMR 93], seobtienela dimensióndimA = a comoconsecuenciade que
la medidaH4(A) esfinita y positiva. En otrasocasionesseencuentrala dimensión
de A demostrandoque Ht(A) <-1-oc parat > a, y que Ht(A) > 0 parat < a, de

modoqueno hayinformaciónendimensióna. Supongamosquepor algúnmétodose

encuentraqueH4(A) = 0. Por tanto paratodo 6 > O existeun 6—recubrimiento14

deA tal que EUEUE ¡ U ¡‘= O. Sedebeencontraruna funcióng tal queparaalgún

5> O 2u~u U ¡“ gfl U 1) > 0 paratodo 6—recubrimientoU de A, y por tanto nece-

sariamentelim¿....og(4) = +oe. Sin embargo,puestoque sesabeque Zu ¡ U ¡~= O

paratodo t > a, la funcióng debeverificar quelim¿...olog g(¿)/log ¿ = 0. La función

= ¿~g(fl secomportapor tanto ‘logarítmicamente’como la función potencial

¿‘, i.e. lim¿.olog4>(¿)/log¿= a. Sin embargo,como lim¿...og(4)= +oe es‘mayor’

(asintóticamente)que ¿~, i.e. lim¿....o¿4/4>(C) = 0, y por tanto la medidade Haus-

dorff Ht es mayor o igual que H”. Se puededecir en estecasoque la función 4.



u’
26 1- INTRODUCCIÓN. MARCO PARA LA INVESTIGACIÓN REALIZADA u’

proporcionaun ‘refinamientoa la izquierda’ de la función potencial~, puestoque u’
las medidas{Ht : t =0} seordenanclásicamentede mayora menor. Si ademásse
demuestraque paraalgún 6—recubrimientoU setiene >j>¡ 4.(¡ U ¡) < +00, sedice u’
que4. esla función dedimensiónde A. u’

En nuestrocaso, técnicasprobabilistasproporcionaránde modo naturalun re-
finamientoa la izquierdapara la función potencialde la dimensiónde la medida u’
autosemejante(ver la función definidaen (3.36)).

Paradetallessobrelas definicionesy propiedadesde las medidasy dimensiónde j
Hausdorffpuedeconsultarse[Rog 70, Fal 85].

u’
1.2 Medida y dimensión packing. u’

En 1982 C. Tricot [Tri 82] introdujo lasmedidaspackingo de empaquetamiento,y 1
demostróque desempeñanun papel‘dual’ (localmente)a las medidasdeHausdorff

(el resultadode Tricot puedeverseen la sección3.1). Desdeentonces,su cálculo u’
se ha convertido en una cuestiónestándar,y complementarioal de la medidade
Hausdorff,a resolveren los problemasde teoríageométricade la medida [TT 85,

Fal 90, CM 92, EM 92, Fal 94]. u’
SeaA c IR”’, y 6> 0, un 6—’packing’ (o 6—empaquetamiento)de A esuna familia u’
de bolas {BI}IEN disjuntascentradasen puntosde A , con B

1 ¡< 6. Para4. E 7,
sedefinela 4>—pre-medidapackingde A como

9(A) = mfsup{Z 4.(I B1 ¡): {B1}1 6— packingdeA}. u’
6>0

La premedidap
4’ no es a—subaditiva,lo que motivala siguientedefinición. Sedefine u’

la medidapackingde A asociadaa la función de dimensión4. (o 4.—medidapacking

de A) como u’
P~(A) = inf{Z pt(A~) : ~ 4 p A, {A~}

1 arbitraria}. (1.8)

Así, P
4’ es unamedidade Borel en IR”’, particulara—subaditiva.Si 4.(¿) Q, u’

la 4.—medidapackingcorrespondientesedenotapor P~ y sellama medidapacking

u’
á

u’
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t—dimensionatLas medidaspackingtienenlas mismaspropiedadesquelas medidas
de Hausdorff, en particular son medidasexteriores,y por tanto todo conjunto de

IRN esmedible.

La dimensiónpackingdeA, quedenotaremosen adelanteporDim(A),seobtiene

ahoracomo el parámetrocrítico que clasifica la familia {Pt}~=oen dos subclases,

aquellasque dan a A medidanula y las que dan medidainfinito, estoes

Dim(A) = sup{t : Pt(A) = +001 = inf{t : Pt(A) = 0}. (1.9)

Es bien sabidoque dim(A) =Dim(A)para cualquier A E IR”’. S.J. Taylor pro-
pusoel nombrede conjunto ‘fractal’ paraaquellosparalos que ambasdimensiones

coincidían. Todas las observacionesque se hicieron en la secciónanterior parala

medidasgeneralizadasde Hausdorffson aplicablesparalas medidaspacking. Para

las propiedadesen más detallede la mediday de la dimensiónpacking sepuede
consultar[Edg 90, TT 85, Rey 92].

1.3 Dimensión y singularidad de una medida.

Cuandoel objeto que seconsideraes una medida(de Borel) distribuidaen
111N, el

interésdesdenuestropunto de vista consisteen abordarsu geometría.La medida
Lebesguesigueteniendoun papelrelevanteen lageometríade IR” pero,al igualque

sucedecon los conjuntosexcepcionales,éstesediluye cuandola medidade interés

essingularrespectoa la medidade Lebesgue.Las medidassingularescon respecto

a la de Lebesguejueganahorael papelde medidas‘excepcionales’.Se tratapuesde
graduaresa‘excepcionalidad’.

La teoríageométricade la medidaproveede una útil herramientaparaevaluarel

grado de singularidadde una medida: su dimensión. Seay una medidade proba-

bilidad en IR”. Se define la dimensiónde Hausdorffde y mediante

dimíy = inf{dimA : y(A) = 11, (1.10)

esdecir,dimy estimael tamanomínimo (medidomediantedimensióndeHausdorff)

de un conjunto capazde ‘representar’toda la mediday.
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u’
Análogamente,sedefine la dimensiónpacking de y como

1
Dimíy = inf{DimA : y(A) = 11. (1.11)

Por supuesto,como consecuenciade las propiedadesde la dimensiónpacking se u’
tiene dimíy =Dimjg. Extendiendola ideade Taylor,se puedeconsiderarque una
medidaes‘fractal’, o quegozadeciertaspropiedadesderegularidad,si su dímension u’
Hausdorff y packingcoinciden. El conceptode ‘regularidad’ de una medida que
introdujo Cutíer [Cut 90], que difiere deéste,seexplicaráen la sección4.1.

Puedeverse [You 82] que si y es una medidaergódicainvarianteparaun

difeomorfismoentoncesla definición (1.10) esequivalentea

dimj¿ = inf{dimA : y(A) > 01. (1.12) u’
Sepuededemostrar,usandoel e—lema(teorema2.2.2de la sección2.2)y propiedades

ergódicas,queestaafirmaciónesciertaennuestrocontexto,tanto parala dímension 7
de Hausdorffcomo packing. Usaremosla definición (1.12) para la dimensión de
Hausdorffde la medida,y su equivalenteparala dimensiónpacking. u’

Al igual que sucedecon los conjuntos(o como consecuenciade ello) haydiversas

formasdedimensionarunamedida. Las dimensionesdefinidasarribason las deuso u’
másfrecuenteen la literatura. El conceptodedimensióndemedidascomosemaneja

hoy día parecesurgir a principios de los añosochenta,en conexióncon problemas u’ergódicosen sistemasdinámicosquerelacionandiversasmagnitudesergódicasentre

sí. PareceserYoung el primeroen considerarla dimensiónde la medidacomo se
ha definido arriba. En concreto,Young [You82] consideraéste,adaptaotros varios

conceptosde dimensiónal caso de medidas,y obtieneigualdadpara todos ellos en

el casode que y seaunamedidade probabilidadde Borel definidaen una variedad u’
Riemannianacompacta.Una revisión recientesobreresultadosrigurososacercade
la dimensióngeométricade medidassepuedever en [Haa]o en [Cut 90]. ~1

Los conceptosdedimensióndefinidosevalúanefectivamenteel gradodesingularidad

de la mediday. Paraverlo, seintroducenlas siguientesdefiniciones,introducidasen

[RT 61] parael casodemedidasHausdorff. Seay unamedidaen IRN con a—álgebra u’
A. u’

u’
u’
u’
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• Se dice que y es continua con respectoa la medidade HausdorffHt, o

continua (alternativamente,continuacon respectoa la medidapackingP~,
o Pt—continua),si y(B) = O para todo B E A tal que H’t(B) = O (alt.

P~(B) = 0).

• Se dicequey essingular respectoa H~’ (alt. singularrespectoa Pdj, si existe

un A—medible Br, con Ht~medidanula (alt. Pt—medidanula) que concentra

la mediday, i.e. ji(B) = y(B fl Br,) paratodo B E A.

Cuando~ = ~ la medidade llausdorff HN es esencialmentela medida de
LebesgueN—dimensional(en el sentidode que ambasmedidassncomparables,ver
e.g. [Fal85]), y por tantolos conceptosde H”—singularidady H”—continuidadde

la mediday sonlos desingularidady continuidadabsolutaenel sentidoclásico(i.e.
respectoa la medidade Lebesgue).

A continuaciónsemuestracómo la dimensiónde la mediday graduade hecho
la singularidadrespectoa la familia demedidasde Hausdorffo packing.Tomemos,

porejemplola dimensiónde Hausdorffdimy Los razonamientossonparalelospara

la dimensiónpacking.El parámetrodimy clasificael comportamientode la medida

ji respectoa la familia de medidas{Ht}oo. Mas enconcreto,si t > dimy entonces

existeun conjuntoA de y—medidaplenatal queHt(A) = 0, y por tanto la medida

y essingularrespectoa la medidaHt. Porotraparte,si t < dimy setiene H’(A) =

+oeparatodoconjuntoA con y—medidapositiva,y por tantosi Ht(A) = O entonces
y(A) = 0. Esto esdecirque y escontinuarespectoa Ht. Así, la dimensióndimy es

el valor umbraltal quela mediday essingularcon respectoalamedidadeHausdorff
Ht si t > dimy, y y es continua con respectoa la medidaHt si 1 <dimy.

Obsérveseque, comosucedecon la dimensiondeun conjunto, el parámetrodim(y)
no proporcionaningunainformación sobresi y eso no singularcon respectoa la

medida H<3Jx>»~. Decidir si una medidaes o no singular respectoa la medidade

Hausdorffen su dimensiónes el problemaparaleloa decidir si un conjuntotiene

medidapositivao nulaensu dimensión.
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1.4 Conjuntos y medidas autosemejantes. u’
u’

La investigaciónque hemosdesarrolladotienecomoobjeto deestudiolos conjuntos

y medidasquese presentanen estasección. Los conjuntosautosemejantesfueron u’
introducidosformalmentecomo se haceaquíen el año 1981 por YE. Hutchinson
[Hut 81]. Sin embargo,algunoshechos.sobre su dimensiónson conocidosdesde u’
el año 1946 [Morn 46]. Las medidasautosemejantestambiénfueron introducidas

por Hutchinson,pero no recibieronel nombrede autosemejantehastamás tarde.

Pareceque el término ‘medida autosemejante’ se usapor primera vez en las no -J
tas de C. Bandt man91]. Los conocidosIFS con probabilidadesde M. Barnsley

[Bar 88, BEH 89] no son sino el conjunto autosemejantedotado de una medida

autosemejante.

Se consideraIR”’ con la métricausual, d. Una aplicacióny: IR” i: es una u’
semejanzasi exister> O tal que d(y(z),y(y))= rd(x,y) paratodo x,y E IR”. La

semejanzaescontractivasi r < 1, en cuyo casoy sedenomina(razóndecontracción) u’
dey.

SeaahoraM = {1,2,...,m}, y sea‘1’ = {y~ i E M} un sistemade vn seme- u’
janzascontractivas.DenotaremosmedianteS(M,N) el conjunto de talessistemas.
Hutchinsondemostróen 1981 que existeun único compactoE invariantepara la u’
aplicacióndeconjunto

S’lt(.) := U y~(.). (1.13) u’
Así E = U~EM y1(E) de modo que,paracadak E IN, E sedescomponeen unión de
vn’ copiassemejantesa sí mismo de la forma u’

o yj2 o... o

con i~ E M para1 =j =k. E sellama el conjunto autosemejantegeneradopor ‘II. u’
El puntode vistaqueaquíseadoptaesel queconsideraE como la imagencontinua

de un conjunto de Cantorabstracto(el espaciodecódigos). En concreto,sedenota u’
por M’

4 el espacioproducto infinito nrM. Existe una aplicaciónsobreyectiva

ir: ¡VEN ‘—* E definidamediante u’
ir(i) = fl (y¿~ o o••• o y,~(E)), (1.14)

kEN u’

u’
u’
u’
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paracada1 = (i1,i2,...) E MN.

En estetrabajosepresentanalgunosresultadosparael casoenque M = ]N. En

estecasotodala anteriorteoríasemantiene,comosepuedeveren [Mor u, cuandoel
sistema‘Ji escompactocon la topologíade la convergenciauniformesobreconjuntos

acotados.Enestecasoel conjuntoM~ dotadode la topologíaproductoesel espacio

nulo de Baire.

Se dice que el sistema ‘Ji verifica la condición de abierto si existeun abierto

VcIR” talque
SW(V)~ y (1.15)

y además

s~dV)fl c,o5(V) = 0 parai,j EM con i ~ j. (1.16)

Obsérveseque estacondiciónde separacióncomprendeen particularlas construc-

ciones,comoel conjuntode Cantor,disjuntas.Denotaremosenadelantela adheren-
cia V medianteF. Sin pérdidade generalidadsesupondráque el abierto y tiene

diámetro 1, i.e. ¡ V ¡= 1. La condiciónde abierto se asumirápara el sistema ‘It

durantetoda la presentememoria.

El conjunto de solapamientode E, o máspropiamentedel sistema~Ifesel con-
junto

e = U(~dE)n ~5(E)). (1.17)
i#j

Se suele denominaa e conjunto de solapamientoprimario, y conjunto de sola-

pamientoa secasal conjuntodondela proyecciónir no esinyectiva. En el capítulo
2 seda la relaciónentreambosconjuntoscuandoseverifica condicióndeabierto.

Paracadai E M, sear¿ < 1 la razóndecontracciónde <pi. Seas el úniconúmero

real tal que
> = 1, (1.18)
IEM

donde r1 es la razón de contracciónde la semejanzaSOl, i E M. Si la condición

de abierto se sostienepara el sistema ‘Ji, se sabe [Hut 81] que la dimensión de

Hausdorffde E estádadapor s. En el casoM = IN el valor de a en (1.18) podría

no estardefinido (ver [Mor i]), de modo que (1.18) seexigirá comohipótesis. La
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u’
construcciónde E presentada,así comolas propiedadesde mediday dimensiónque

aquí senecesitaránde los conjuntosautosemejantespuedeconsultarseen [Pal 90, 1
GMMR 93]. á

SeaP~ t IRtm el conjunto de vectoresdeprobabilidadpositivos, te. u’
«9+ = {p = (PÍ)ÍEM :pj >0 paratodoiEM,>? p~ = 1}. (1.19)

iEM

Dado p E P~, se considerala medidade probabilidadproductoen MN (se llama
en ocasionesmedidade Bernouilli [Haa]) u’

v~=pxpxpx..., (1.20) u’
dondep(i) = p~, i E M es la medidade probabilidaden M dadapor p. Se llama

medidaautosemejanteasociadaal par (4’, p), que denotaremosporyp, a la medida u’
productocon soporteen E proyectadao inducidapor ir, esdecir

= o iri(A) (1.21) 1

paratodo A ci Cr en la a—álgebrainducidapor la a—álgebraproductoen MN, C, i.e.

A E C,. si iri(A) E C. Omitiremosel subíndicep de la medida5p frecuentemente, u’
cuandop estéfijo en los razonamientos.

Denotaremospor = : p E 79+J al conjunto de medidasautosemejantes u’
con soporteE. La elección

p=4ÁiCM) (1.22) mi
proporcionauna medidadeprobabilidaden M debidoa (1.18),quesedenotarápor

Ps mientrasque la medida inducidaen E se llamará /~s• Dicha medida, que es u’
esencialmentela medidade HausdorffHS (ver la proposición5.2.8),seha llamado

‘natural’ [BO 92] y ha sido la que mayoratenciónha recibido de las medidasde u’
la familia M+ hastaque el análisismultifractal de las medidasautosemejantesen
generalha centradogran partede la atenciónde la investigación[Pal90, CM 92,

u’
EM 92, Pal 94].

M. Barnsley[Bar 88] llama al par (4’, p) sistema defuncionesiterado con prob -u’
abilidades(IFS con probabilidades).J.E. Hutchinson[Rut 81] introdujo unateoría

paralelaa la de los conjuntosautosemejantesparaobtenerla medidaSp como la 1

u
~1
s
mi
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únicamedidainvariantedeun operadorsobreelespaciodemedidasde probabilidad

deBorelsobreun compacto.En la sección3.2segeneralizael trabajodeHutchinson

al casonumerable.

1.5 Algunas cuestionesde notación.

Finalizamosestecapítulode introduccióncon algunascuestionesde notación. La

a—álgebraC es la generadapor la clasede los cilindros, que definimosa continuacion.

Sea,paracadak E ]N Mk M x Mx xM. Denotaremospor M el conjunto

de todaslas sucesionesfinitas formadascon elementosde M. Dadauna sucesión

finita j E M” se define el cilindro (j) como el conjunto de códigos de MN cuya

secuenciainicial coincide con j, í.e.

(j) = {(j1,j2,. ..,jk,ik+1,ik+2,...) : ~q E M,q> k}. (1.23)

DadalasecuenciajE Mk escribiremos pj para denotar lacomposicióndesemejanzas

y r1 para denotar su razón decontracciónr51r52 ... rsk (r1 es la razóndecontracción

de la semejanza~ Para un conjunto A c ]RN, el conjunto A1 es el conjunto
imagen de A por yj,i.e. AJ=SOj(A).Dadoi=(ií,i2,...)EMNykEN,

1(k) denotarála secuenciatruncada(ii, z2,.. . ,z,~) E Mk. Si 1 E M~ con n > k el

significado de 1(k) es el obvio.

Observarque la colecciónde cilindros {(i(k))}kEN forma unabasede entornos

para i en la topologíaproducto. Notar que para cadax E E existe al menosuna

secuencia1 E IN que proyectaen x por la aplicación ir; de modo que para cada

k E IN existeun compactoEI(k) = <pi(k) (E) que contienea x y quees la proyección

del cilindro (i(k)) por ir. La familia {E¡(k)}ke~ esde hecho una clase de Vitail para
(ver [Fal 85]). Llamaremostambiéncilindros (geométricos)a los conjuntosE;(k)

(e inclusoa los conjuntosFI(k)).
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Capítulo 2

La Medida del Solapamiento bajo
Condición de Abierto. El
O—Lema y sus Implicaciones.

Sea‘Ji E S(N,M) un sistemadesemejanzascontractivasde IRN, y seaE el conjunto

autosemejantegeneradopor ‘Ji. edenotael conjuntodesolapamientoasociadoa 4’

(ver (2.1) parala definición). Seap un vectordeprobabilidadenM, y yp la medida

autosemejanteinducidapor p y soportadaen E. Estecapítuloconciernea la
medidadel conjunto desolapamientoO cuandose verifica la condiciónestándarde

separaciónparaelsistema‘Ji, i.e. la condicióndeabiertoquesedefinióen (1.15). El

resultadocentraldel capitulo,quehemosllamadoO—lema,afirmaquela y~—medida

del conjunto O esnulaparatodo p E «9+.

La respuestaa algunasconjeturasplanteadasen la literatura, así como la ex-

tensiónde algunosresultados,estánvinculadosesencialmenteal hechode que el

conjuntoe no ‘acumulemedida’. El 6—lemaademásseránecesariorepetidamente

en los capítulosque siguen.En unaprimerasecciónserecogenalgunasde lasmoti-

vacionesy conjeturasreferentesal tamañodel conjunto6. La segundasecciónestá

dedicadaa la demostracióndel resultadocentraldel capítulo. Unaúltima sección

recogelas implicacionesy consecuenciasquese siguendel e—lema.

35
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2.1 Preliminares.
1

Sedefineel conjunto de solapamientodel sistema‘Ji C S(N,M), quedenominamos

e,mediante

e = U(~dE) n <p5(E)). (2.1)
1!=5

El conjuntodondela proyecciónir dejade ser inyectivaestádadopor

e*={xcE:x=r(i)=r(j)coni,jeM¡~, i$j}. (2.2) J
En ocasionessellamasolapamientoprimario al conjuntoe y solapamientosin más

~1al conjunto Ot Suponerquex E 0. Por lo tantoexisteni y j talesquex = r(i) =

con ik = jk para 1 < k <n, e4~~’ # Jn+í. Si seconsideray = ir(i~+1i~+2...) E

E, se tieneque 4
00

<pi(n)(3I) = <pi~ O ... O y~~( fl <p1n~fj O... O <p1JE)) = 1
k=n+i

00

— A <p¿~ o...o<p1~(E)=z, u
k=1

puestoque<p¿ esunainyecciónparacadai. Del mismomodosetieneque<p¡(~)(z) = x
paraz = ir(Jn+í,jn+2,...) e M”t y por tanto, como

tn+1 # Jn+i

z = y E ~ fl <p
5~41(E) cO. u’

De estamanera,seha probadoque todo punto en el solapamientoe es imagen,
mediantealgunacomposiciónfinita de semejanzasde ‘Ji, de otro punto en el sola-

pamientoprimario O. En otraspalabras,

e*= u <p¡(O), (2.3) u’
¡EM

dondeM = UkEN Mk esel conjuntode sucesionesfinitas deelementosenM. Puesto

queel conjunto M esnumerable,las propiedadesde positividad de los conjuntos
respectoa cualquiermedidason las mismas,es decir, ambosson de medidanula o j
positiva simultáneamente.En particular,tienen la mismadimensión(Hausdorffo

packing),puestoqueéstasson a—estables(ver por ejemplo[Rey 92]). u’

u
u’
4
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Cuandosetiene condicióndeabierto,el modoenque seproduceel solapamiento
está‘controlado’en ciertosentido. SeaV c

111N un abiertoverificandola condición
deabiertoparael sistema‘It. Entonces,para i ~ j, SOdV) fl p5(V) = 0 (ver (1.16)).

Estoimplica que

<p4E) n <p5(E) c SO4F)fl <p~4F) c yí(OV) rl <¿40V)

(recordarqueF = y), y por lo tantoel conjunto desolapamientoprimario verifica

la propiedad

O c U(SOdOV) n <¿40V)).

Observarqueestoproporcionaciertainformaciónsobree,que dehechoseráútil en
la pruebadel teorema2.2.2. Sin embargo,la fronterade V, quees la responsable

de la estructurade e puedeserun conjuntomuy irregular,e inclusode dimensión

alta. Lelos de los casosclásicos(tapiz de Sierpinski, curvade Koch, etc.) en los
queel conjuntoe* es numerable,y por tanto trivial en medida, es importantepor

tantoobservarqueel solapamientopuedeserun conjuntomuy ‘grande’en términos
geométricoscuandose verifica la condición de abierto. Por ejemplo, si se toma

E = [0,112 c IR
2, el cubo unidadde 112, como el autosemejantegeneradopor el

sistemade cuatrosemejanzas

‘J/ = {<paía,(X,Y) = 1/2((x,y) + (a~,a
5)) a1,a5 E {O,1}2}, (2.4)

se tiene que O = ({1/2} x [0,1]) U ([0,1] x {1/2}), y por tanto dime = 1, queestá

lejos desertrivial enmodoalguno.

Hay al menostres puntos devista bajo los que se puedeconsiderarel conjunto

E en relaciónal espacioabstractoM~: topológico, probabilista,y dinámico. A
continuaciónsecomentanlos tres brevemente,y semuestrael papelrelevanteque

en esarelaciónjuegael conjuntoe.

• 1) Desdeelpuntodevistadela topología,puestoquelaaplicaciónir escontinua

con respectoa la topologíadadaen MN (ver e.g. [Bar 88]), el conjuntoE es

homeomorfoa un conjuntode Cantorsi O~ = 0 (de (2.3) se tiene que ir es

una biyección si y sólo si e* = 0). Más aún, se puededefinir unamétrica
en M’

4 queinduce la topología producto,de maneraqueel conjuntoE (con
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1
u’

la métricaeudidea)es métricamenteequivalenteal espaciode Cantorde vn

códigos. CuandoO ~ 0, la aplicación ir no es inyectiva, y por tanto E no mi
puedesertopológicarnenteun conjuntode Cantor.

• U) El puntode vistaprobabilistao de teoríade la medidaconsiderade modo -4
natural la medidaproductoVp en M~, definida en (1.20), generadapor un
vectorde probabiidadp E «9+• Se considerala medidaautosemejanteyp =

Vp o ir
1 en E con la a—álgebraCr inducidapor la a—álgebrade los cilindros 4

en M’Ñ estoes
A c C,. si ir’(A) E C. (2.5)

La equivalencianaturalentreespaciosdemedidaesel isomorfismode espacios

de medida. Sedice que los espaciosde medida(MN,C,v~) y (E,C~,yp) son mi
isomorfossi existenconjuntosmedibles

MGMNyÉCE (2.6)

talesque vp(M) = 1 = yp(É), y unaaplicacióninvertible

1
(2.7)

que preservala medida,i.e. v~(f—’(A)) = y(A) para todo A E Cr rl É (esta

esla a—álgebrarestringida).Deestemodo,E y MN sonisomorfossi, después 4
de haber eliminado conjuntos de medida nula, se transformanuno en otro

biyectivamentemedianteuna transformaciónquepreservala medida.Es claro 4
quesi 6Y = 0, los espaciosE y M”’ (seentiendenconlasestructurasdeespacio

de medida)sontrivialmenteisomorfos,tomandosimplementeir = f, E = E, mi
M = M arriba. En tal casosepuedeescribir

(M”tC,vp) ~ (E,C,~,yp), (2.8) 1
e

indicandoqueel isomorfismoestáproporcionadopor ir. Recordarla definición
del vectorp. 6 7» dadaen (1.22). En estecasosetiene y¿O) = O [Hut 81] mi
cuandohay condiciónde abierto,y por lo tanto ir es una biyecciónsobrelos

conjuntosdemedidaplenaMN\rl(ei y E\0. En tal casoel isomorfismo

mi(2.8) tambiénseverifica. El siguienteproblemaseplanteapor tanto demodo
natural.

Problema1: Decidir si el isomorfismo(2.8) escierto cuandop # p. y tJi verifica mi
la condición deabierto.

4
mi
4
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Si seconsideranenM” dosmedidasv>, uq diferentes(p # q, p’ q E «9+), la
ley fuerte de los grandesnúmerosmuestraque existe un conjunto P tal que

u~(MN\ P) = O mientrasque vq(P) = 0. Es decir, v~, y vq son mutuamente

singulares. Trivialmentesetiene que las medidasyp y jiq son tambiénmu-
tuamentesingularescuandoe = 0. C. Bandt [Ban 91] planteóla pregunta

correspondientecuandoe # O en términosde “si los conjuntosr’(E1 n E5)

tienenmedidacerocon respectoa todas las medidasproducto” entoncesdos
medidasautosemejantesdiferentes(asociadasavectoresen «9+) seránmutua-

mentesingulares.

Problema 2: (C. Bandt) Decidir si dos medidasautosemejantesasociadasa

diferentesvectoresen «9+ son mutuamentesingularescuandoO ~ O pero se

tienecondicióndeabierto.

• fI) ConsideramosE desdeun tercerángulo,el de la dinámica quetienelugar
en él bajo la acción de la aplicación shift. Estepunto de vista ha recibido

gran atención en la literatura recientede la dinámicano—lineal, en la que
la aplicación diente—de—sierraen el intervalo ha proporcionadoun ejemplo
teóricoparadigmáticodesistemacaótico,ver e.g. [MMR95]. Nuestrotrabajo

generalizaalgunaspropiedadesergódicasde la dinámicadiente—de—sierraenel

intervaloal contexto de conjuntosautosemejantes.

Sear : MN ~ M’
4 la transformaciónshift enel espaciode códigos,i.e.

r(ií,i
2,i3,.. .) = (i2,i3,. ..)‘ (2.9)

y considerarel sistemadinámico (M’
4, ir). Si O = 0 sepuededefinir la apli-

caciónshift enel espacioE medianteconjugación,estoes

T=iroroiC’. (2.10)

Observarque T transformaE ‘—* E mediante

T(x) =

sí x = ir(ií,i
2,. . .). Más aún, cuandoe = 0 la aplicaciónir proporciona una

conjugacióntopológicaentrelos sistemasdinámicos(MN, ir) y (E,T). Cuando

O # 0, ir nuncaes un homeomorfismoy por tanto los sistemas(MN, ir) y

(E, T) no puedenser topológicamenteconjugados. Es más, ni siquiera la
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transformaciónTestábiendefinidamedianteconjugacióncon ir. Sin embargo,

desdeun puntodevistade teoríade la medidael sistemadinámico(E,T,yp)

aún puedeser dinámicamenteequivalenteal sistema(MN,r, Vp). El marco
paratal equivalenciaes la teoríaergódica. Introducimosa continuaciónlas

•1
ideasnecesariaspara dichaequivalenciaquepuedenconsultarseen [Wai 82].
Para ello suponerde momento que O = 0. Sea p E «9+, y v~ la medida
productoasociadaen MN. Entoncesla aplicaciónshift ir preservaen general u’la medidazj,, esdecir

v~(r’(A)) = un(A) (2.11)

paratodoA E C. Ello essuficienteparademostrarque T tambiénpreservala u’
medidaautosemejanteyp en E, i.e. usando(2.11)y que ir esuna biyecciónse
tiene paraA E C,.

(A)) = yp(ir 0<’ o ir’(A)) =

(2.12)

o ir’(A)) = ¡q>(ir-<’(A)) =

y por tanto T preservayp. En esecontexto, se dice que la aplicaciónT y
la aplicación ir son isomorfas(comoaplicacionesque preservanla medidaen

los espaciosdondeestándefinidas)si existenconjuntosmedibles Al c M” y
É C E talesque

Vp(M) = 1 = y~(É), y rQÚ) c Ú, T(É) c É, (2.13)

y unaaplicaciónf : Al ‘—* É quepreservala medida,y tal que

fo i-(i) = T o f(i) (2.14)
7

paratodo i E M. Los sistemasdinámicos(MN,r, Vp) y (E,T,y) sonpor tanto

trivialmente isomorfoscuandoO = 0. Bastatomarf = ir en (2.14). Observar
que a priori no puedeconcluirselo mismocuandoO # 0. En estecasoni u’
siquierapuedeconcluirsequela mediday esinvarianteparala transformación

T. Esto se debea queen generalen estecasose tiene que 7C’(ir(A)) ~ A,

y por tanto la segundaigualdaden (2.12) esahorauna desigualdad(>). El
siguienteproblemaseplanteaentoncesde maneranatural.

Problema 3: Suponerque O # 0, pero el sistema‘Ji verifica condición de

abierto. Dadop E «9~ decidir si sepuededefinir una aplicaciónT en E que

u’
~1

u’
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preservela medidayp, demodoquelos sistemas(E,T,yp) y (M~,r, Vp) sean

isomorfos.

Puestoque dos medidasde probabilidaddistintas, invariantesy ergódicaspara

unatransformaciónen un espaciodeprobabilidadsonmutuamentesingulares[Wal 82],
si se demuestraqueunaaplicaciónT definida en E preservalas medidasy c M~,

y esergódicarespectoa cualquieradeellas,sedemuestradepasola singularidadde

las medidasautosemejantes.

En realidadlos tresproblemasformuladosse resuelvena la vez si se demuestra

queel solapamientoO esun conjunto de y—medidanulacuandose tienecondición

deabierto. Esteesel contenidodel teorema2.2.2, que se demuestraen la siguiente

seccion.

2.2 Demostración del e—lema.

Puestoquesenecesitaráel resultadotantoparael casodeAl finito comonumerable,

esnecesariodemostrarpreviamenteel siguientelema,que demuestraqueel reciente

resultadode A. Schief [Sch94] puedeextenderseal caso numerable.

Lema 2.2.1 Suponerque ‘Ji E S(N,IN) verifica la condición de abierto con abierto

V, entonces‘JI verifica la condiciónfuerte de abierto, i.e. V rl E # 0.

demostración:

Sea II cualquiersubconjuntofinito de ]N, y considerarel sistema‘Ji11 =

E l[}. SeaE11 el conjuntoautosemejanteasociadoal sistema<J/~. Claramenteel

abierto V verifica la condición de abiertopara el sistema‘Ji11, y del resultadode
Schief[Sch94] setiene que Vfl E1 # 0. PuestoqueE11 c E setieneque En V # 0
y por tanto la condiciónfuertedeabiertosetieneparael autosemejanteE. O
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Teorema2.2.2 (O—Lemma)

SeaAl finito o numerable,y sea ‘1! E S(N,Al) verificando condición de abierto.

Sea p c «9+, y seayp la medida autosemejante asociada a p y al sistema ‘Ji. En-

tonces
yp(O) = 0.

mi
demostración:

Del lema2.2.1,setiene que la condiciónfuertede abiertoseverificatanto si Al

esfinito o numerable.Puedeentoncessuponerseque

(2.15)

Dadox E E y un código i tal que ir(i) = x definimos la i—órbita shift de x como el

conjunto

71(x) = {x,xí,x2,. .

dondeparacadavn> 1
(2.16)XmZ<pjj o<~ o... o

Definimosla órbita shift de x como

(2.17)
ier—’(x)

Seak E IN. Paraunasecuenciafinita j = (j,,j2,. . . ,j,~) E Al”, y paracadacódigo

i E M”% sea6~(i) el limite

1
= Hm —card{q : q =)i,q+1 =J2,...,tq+k~1 j~,í =q =n —4.n—.+oc~ n

(2.18)

Consideramosel subconjuntodel espaciode códigosB~ (cuyaproyecciónen E se

llamaráen el capítulo5 el conjunto‘fino’ de Besicovitch)definidopor

= {i E MM : Sj(i) = pj, paratodo j E M9. (2.19)

RecordarquePi es la vr—medidadel cilindro (.j), i.e. Pi = Vp(j) = ph,pj2 1>SU para

j E Al”.

mi
mi
mi
mi

-4
mi
mi
mi
mi
mi

mi
a
¡A
mi
mi
a1

u’

a
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Seap E «9+ cualquiera. Necesitaremosdoshechos.

(i) En primer lugar, O(ir(i)) esdensaen E paratodo i E B~’.

A continuaciónprobamosla afirmación(i). Seay E E y e > 0. Suponerquey = ir(j)
paraunj = (j,,j2,...) E MW Seak0 = min{k :9(k) <4. Tomari E ~ puesto

que &i(i) = p~ > O paratodo 1 c M, enparticularsetiene que

= PJ(ko) > 0. (2.20)

Como la frecuenciaasintótica(2.20) es positiva, en particular la secuenciafinita

j(ko) ha de aparecerinfinitas vecesen la sucesióninfinita i (puesen casocontrario

63%«i) = 0, contradiciendoel hechodeque i E 4t). Por lo tanto existep E IN

tal que 9(i) = (ip,i,+í,.. .) verifica

= 31, Zi,+i ~32~ ... ,rfko1 = 3k0,

y por tanto los códigosrP(i) y .j estáncontenidosen el cilindro (j(k~)). De estose
siguequelos puntos ir(r~(i)) e y estáncontenidosenel cilindro geométricoEJ(k0), es

decirdQr(r~(i)),y) =9(k0) <e, y por tantosetiene (i), puestoqueir(rP(i)) E y¡(z).

(u) 0(z) c 0V paratodo z E 0V fl E.

Paraprobar (u), suponerlo contrario, i.e. z,~ E j’j(x) rl V para algún vn E IN y

paraalgúni E C’(z). Entoncesx,~1 = <pjm(xm) c -y~(z) rl V, puestoque <p~ envía
interior en interior (esuna aplicaciónafín). Recursivamentesetiene entoncesque

x5~~(z)flVparajmn2,m3,..~yportantoz6V Estosuponeuna
contradiccióncon la elecciónde x en (II).

Suponerahoraque existe

E ir(B~’) rl 0. (2.21)

Puestoque x E 0, setiene quex = ir(i) = ir(j) paraiJ E MN de modo que

a’ E p11 (E) rl ~ (E) C <pa, (E) rl <p51(F), (2.22)

con u ~ 5, (recordarque F = Y). Puestoque la condiciónde abiertoimplica que

<p11(V) flsos1(V)= §, sesiguede (2.22)que

e soñ(OV)rl <p51(OV). (2.23)
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Entonces, si y¡(z) = {z,z,,z2,...} es la i—órbita shift de a’, (2.23) implica que mi
x1 E 0V rl E; y de (u) arribasesigueque

~i2i3...(Xi) E 0V. (2.24)

Por otra parte,como (i2,i3,...) E B~><t, (i) implica que y12j3...(a’í) es densaen E. 4
Peroentoncesde (2.24) setiene que también8V es densoen E. Esto contradice

1la condiciónfuertede abierto(2.15),puestoqueE no podríatenerun puntoen V.
Por lo tanto (2.21)esfalso y setieneen cambioque

ir(B~~) rl O — (2.25) 4
ParacadajE W, sea l1la funciónMN ~ fO, 1} indicadoradel cilindro (.1)~ i.e. 4

-41 siie(j){ O en otro caso

El teoremaergódicodeBirkhoff [Wal 82] afirmaque 4
1 r’(i))vp({i e ME: ,~rn = &) =1, (2.26)

_ mi
donde Vp esla medidaproductoen ME asociadaa p (recordarque Pi = Vp((j))). ¡AObservarque,para cadai e ME

6~(i) = hm >3 11(r’(i)), 4
y por tanto (2.26) implica que,paracadaj E M*

= 1, (2.27)

donde

BU) = fi e ME : Sj(i) = pj}. (2.28)p

Puestoque ~ seescribecomo

$)= fl4), mi
36M

a
¡A
a
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con la intersecciónnumerable,sesiguede (2.27) que ~~(Br>) = 1. Como conse-

cuenciasetiene
y~(ir(B~7>~)) =~ — 1 (2.29)

dondey~> la medidaautosemejanteinducidapor v>. Finalmente,de (2.25) y (2.29)
setieneel resultado.O

Nota 2.2.3 Puestoque el conjuntoe* esunión numerabledecopiassemejantesa

O (ver (2.3)), setiene tambiénque y~(Oj = O. Más aún, puestoque lo que se

pruebaen la demostracióndel O—lemaes la afirmaciónmásfuerte (2.25),setiene
tambiénque

0* rl ir(B~~) — 0. (2.30)

pues,de (2.3), si ir(i) E 0 entoncesir(r~(i)) E O para algúnp finito, y el razon-

amientodel teoremase aplica a rP(i), i.e. si x E e* la órbita shift de a’ ‘entra’
en un númerofinito de iteracionesen el conjunto0V y despuésseconfinaen este
conjunto. Observarque claramente

541(0*) c e*. (2.31)

En el otro sentido,si a’ = ir(i) e 0, setiene que r(r(i)) e 0* si a’ E 0 \ 0, y que
,r(r(i)) E 0Vrl E si a’ e e. Entoncesexistey = rQr(i)) E O~ U (0V rl E) tal que

= a’ paraalgún i E Al (observarque ir(r(i)) E S’lW’(ir(i)fl. De (2.31)y de
(i) en la demostracióndel O—lemasesigueentoncesque

((8V rl E) u 0*) = S4’((OV rl E) u 0*). (2.32)

Portantotodopuntoa’ quetieneunaórbitashift queintersecaal conjuntoe, tiene

la órbita completade hechocontenidaen 0 U (8V rl E), y finalmenteconfinada

en 0V rl E (que entoncesno puedeserdensaen E sin violar la condiciónfuertede
abierto).

Observarque la demostracióndel O—lemaproporcionaun conjunto muchomás

amplioqueel conjunto ¡4W quetieneintersecciónvacíaconel solapamniento0*. De

hecho,lo quesedemuestraenel O—lemaesqueningúnpunto a’ con unaórbitashift

0(z) densaen E puedeestarcontenidoen el conjunto0*. Estehechopuedefor-
mularsecomosigueen términosla estructurafrecuencialde los puntosdel conjunto

desolapamiento.
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Lema 2.2.4 Sea el conjuntoE dado por

= fi: bj(i) =0 paraalgúnj E M*}. u’
Bajo condiciónde abierto se tiene

e~ u (0V rl E) § ir(S), (2.33)

y ademásyp(ir(E)) = O para todo p e «9k.

demostración: u’
SuponerqueSj(i) > O paratodoj E Mt EntoncesO(ir(i)) esdensaen E. Pero u’

de la demostracióndel O—lemase tiene que 0(ir(i)) rl (0 u (0V rl E)) = 0. Por
tantoir(i) no puedeestarenel conjunto 0* U (0Vrl E) y sesigueel contenido(2.33).

Paracadap e «9’ considerarel conjuntoB~”~ definido en (2.19). Observarque se
tiene En BkO~> = 0, y por tanto yp(ir(S)) = O de (2.29). o u’

El hechodequetodavr—medidadel conjuntoE seanulapuedehacerpensarque

dicho conjuntoes ‘pequeño~.En el capítulo5 sedemuestraqueestoestálejosdeser u’
cierto; desdeun puntodevista ‘dimensional’esun conjuntotangrandecomotodoel
espacioME. En la sección5.3 sedefineun conceptodedimensión,introducidopor

Billingsley en1960,y quepermite‘calibrar’ el tamañodelos sucesosdeprobabilidad u’
nula. Se demuestraallí quela dimensióndel conjuntoE esplena.

u’
2.3 Implicaciones del e—lema. u’

El O—lemadarespuestadirectaa lascuestionesplanteadasen lasección2.1 sobrela u’
estructurademediday ergódicadel espacioE, conlamedidayp, y laaplicaciónshift u’
T. En estasecciónrecogemosestosresultados.Además,otros resultadosrelevantes

en los queel O—lemajuegaun papelimportantetambiénsepresentanaquí. u’

u’

u’
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2.3.1 Estructura de los espaciosde medida (E, p,).

Recogemosenel teoremasiguientela respuestaal problema1 de la sección2.1.

Teorema2.3.1 Sea Al finito o numerable. Sea p 6 «9t y sea 41 e S(N,M)

verificando la condiciónde abierto. Entonceslos espaciosde medida(M’tC, Vp) y

(E,C,r,yp)son isomorfos.

demostración:

BastatomarE = E\O*, y M = iCí(E\O*) = MN\t~l(e*) comolos conjuntos

en (2.6), y la proyecciónir comoaplicaciónf en (2.7). Puestoque ir escontinuay
esun conjuntoE0, el conjuntoiCí(O*) esdeBorel, y por tanto Ñ esC—medible

(la u—álgebraC contienea los conjuntosde Borel). Por tanto, de la definición (2.5)
É esCr—medible.El e—lemaimplicaque y~(É) v~(M) = 1, y pordefinición ir

esunabiyección sobreÉ. Por tantoel resultadosesiguede (2.6)-(2.7)en el punto

II) dela sección2.1. 0

Nota 2.3.2 Si seconsiderael conjuntoB~t = ir(Br~), se tiene que ir I~o> es

tambiénuna biyección sobreun conjuntode vr—medidauno. Los conjuntosB~2<’~

y B~W tambiénpodíanhaberjugadolos papelesde M y É respectivamenteen
la demostracióndel teorema2.3.1. Esto permiteconsiderarun único código i~, =

iC
1 (a’) E B~W para cadaa’ E B~W. Estehechoseráutilizado frecuentementeen lo

quesigue. Se preferiráel conjunto B~W al conjuntoM de la demostraciónanterior

porquetiene propiedadesbuenasrespectoa las densidadeslogarítmicas,como se

veráen los siguientescapítulos.

La respuestaal problemasugeridoporC. Bandt (ver U) en la secciónanterior)está

dadaen el siguiente

Teorema2.3.3 Seanp,q E «9k, con p # q. Sea41 E S(N,M), con Al finito o
numerable,verificando la condiciónde abierto. Entonceslas medidasautosemejantes

y yq son mutuamentesingulares.
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u’
demostración:

De la demostracióndel e—lemaexisten dosconjuntosdisjuntos (que ademásno

intersecanal solapamiento),yr(B~,”’>) y ir(B$~”’>), que concentranlas medidas y~-, y

/Iq respectivamente.Por tanto ambasmedidasson mutuamentesingulares.O u’

2.3.2 Estructura de los sistemasdinámicos (E,T,p~). Una u’
interpretaciónde la fórmula de dimensiónde las me-
didasautosemejantesen términos de teoría ergódica
de sistemasdinámicos.

Estasecciónconsiderala estructuray algunaspropiedadesde la dinámicadel shift u’
en el conjunto E. En primer lugar, observarqueel O—lema permite definir una
aplicaciónshift en E queconjugaconel shift de Bernouilli ir de MN en un conjunto

de y~—medidaplena, para p E «9~ arbitrario. Definir unaaplicación T : E —* E u’
mediante

TIE\e.=1r010ir1, (2.34)

y con

T(x) = <p¿’(x), con 1 E 11
1(x) = {ií i = (iíi2...) E iC

1(z)}. (2.35) u’
paraa’ E EY, donde1 seespecificamediantealgunareglaentreel conjunto dedígitos u’
llí(x). Alternativamentese puededefinir una dinámica aleatoriaen el conjunto

como lo haceBarnsley[Bar 88], especificando1 E lli(z) mediantealgunaregla u’
probabilistaen cadaiteración). Desdeel punto de vista de la medidaes irrelevante
cornosedefinaT en0*. LlamaremosacualquieraplicaciónT : E —* E queverifique

(2.34) una transformaczonshift en E. El siguienteteoremarecogela estructuradel

sistemadinámicoen E conducidopor unaaplicación T

Teorema2.3.4 SeaAl finito. SeaE el conjunto autosemejanteasociado a ‘9 E

S(N,M) verificando condición de abierto. Seap E «9k, y sea el sistemadinámico u’
(E,T,g~), dondeT : E ~—* E es un shift en E, i.e. verifica (2.34), y gp es la

medidaautosemejanteinducida por p en E. Entonces T preservala medidagp, ~ u’

u’
u’
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las aplicacionesT ~ ir son isomorfas. En particular T es ergódica para la medida

yp.

demostración:

Observaren primer lugar que el razonamientoen (2.12) no se puedeaplicar en
principio cuando el solapaniientoes no vacio por queen generalc’(ir(A)) p A,

y la terceraigualdaden (2.12) es a priori unadesigualdad(>). Sin embargoel
O—lemaimplica que

y~(ir(B)) = yp(ir(B) \ 0*) = u~(B\ ir~¶(e*)) = u~(B).

Si seponeD= c’or’(A) en (2.12),delo anteriorsesiguequelasegundaigualdad

en (2.12) semantiene,y la v~—invananciade ir y la definición de yp demuestran,

como allí, queel shift T preservala medidayp bajocondiciónde abierto.

BastatomarahoraAl = B~W y É = r($~) en (2.13) y ir en (2.14). El conjunto
M esC—medible.Paraver estoescribir4W como

~~)= A RU flfi:iEAlN,pj~~rCl <6j(i,k)<p~+n’},
jeW nEN NEN k>N

queesun conjuntoF060, puesel conjuntoentrellavesesunaunion finita decilindros

y por tantoun cerrado.EntoncesAl esun conjuntodeBorel, y por tantoC—medible.
El conjuntoÉ es tambiénC~—medible,puessu anteimagenpor ir esunión de B~”’~,

que esC-medible,y un conjunto de vr—medidanula, y por tanto tambiénmedible.

En la demostracióndel O—lemasemuestraque los conjuntosAl y É soninvariantes

(medianteir y T respectivamente),y quetienenmedidaplena. Las aplicacionesir

y T conjuganmedianteir por definición, y por tanto se tiene el isomorfismo que

afirmael teorema.

Es bien sabidoque el shift de Bernouilli ir definido en el espaciode vn símbolos

es ergódico(ver [Wal 82]). Como la ergodicidadesunapropiedadinvariantebajo

isomorfismode transformacionesquepreservanla medida[Wal 82] setienedearriba

quela transformaciónT es ergódicaparala medidayp. O

Comosedijo enel capítulo1, el gradodesingularidaddeuna medidasecalibra
con la dimension. En [DGSH 92] de demostróquela dimensiónde la medidayp



50 2. EL @-LEMA Y sus IMPLICACIONES. 

está dada por 

(2.36) 

cuando se tiene condición de abierto. 

A continuación se demuestra que la fómula de dimensión (2.36) puede leerse en 

términos de conceptos naturales de la teoría ergódica de sistemas dinámicos, a saber, 

la entropía y los exponentes de Liapunov del par formado por la medida invariante 

pp y la transformación T. 

La entropía de Kolmogomv-Sinai h(f,q) d e una transformación f en un espacio 

de probabilidad (Cl, d, 7) representa una medida de la estocasticidad presente en la 

evolución de una órbita ‘típica’ gobernada por la dinámica del sistema zk+r = f (zk), 
z(O) = 5s E R. La entropía h(f,r)) es un número real positivo que puede enten- 

derse como la información máxima que se obtiene en promedio de una observación 

del estado del sistema en el régimen asintótico de la dinámica. La entropía es una 

cantidad global (que representa un promedio). Un valor positivo de h(f, q) es carac- 

terístico de procesos dinámicos aleatorios (desordenados), mientras la entropía nula 

caracteriza a los sistemas deterministas clásicos (ordenados). Para los detalles sobre 

la definición y propiedades de la entropía en teoría ergódica puede consultarse el 

texto de Walters [Wal 821. 

Si f es diferenciable, los ezponentes de Liapunov del sistema dinámico dirigido por 

f en 0 (dotado de la medida invariante n), miden la tasas asintóticas típicas de di- 

vergencia/convergencia de las órbitas de estados en Cl inicialmente próximos. En un 

sistema dinámico ergódigo N-dimensional hay N exponentes de Liapunov que de- 

sagregan la acción asintótica del flujo en direcciones de compresión (aquellas donde 

se obtiene tasas exponenciales de divergencia (exponentes) negativos) y de expansión 

(tasas o exponentes positivos). También son posibles exponentes nulos, en las di- 

recciones en las que el flujo del sistema no comprime ni dilata el espacio. Los 

exponentes son magnitudes locales, están definidos para cada punto z E fl. El teo- 

rema de Oseledec [Ose 681 afirma que los exponentes de Liapunov, que denotamos 

por {Xi(z) : 1 5 e’ < N}, para un sistema diferenciable y ergódico (Cl, f,q) existen 

en q-casi todo punto z E R, y son constantes, i.e X;(z) = & q-a.e. Los exponentes 

de Liapunov Xi = Xi(f, 7) dependen tanto de la aplicación f como de la medida r]. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
! 



IMPLICACIONES DEL O—LEMA. •51

Un exponentemáximopositivo significaquela dinámicadel sistemaesinestable,i.e.
que el sistemaexhibesensibilidada condicionesiniciales. La teoríay propiedades
deexponentesde Liapunovpuedeverseen [Ose68, ER. 86].

El resultadoque probaremosestá inspiradoen [You 82], y relacionados mag-

nitudes importantesen teoría ergódica de sistemasdinámicos: la entropía,y los

exponentesde la medidainvariante, con unapropiedadpuramentegeométricade

la dinámica, la dimensiónde la medida. SeaT una transformaciónshift en E que

permaneceráfija en la discusión,de modo quesólo se destacarála dependenciare-

spectoa la medidade esasmagnitudesergódicas.La pruebadel siguienteteorema

haceusodel teoremaergódicomultiplicativo de Oseledec[Ose68]. La demostración
de la versión que se usaráes debida a R,aghunathan,y puedeverseen [Rag 78].

Una exposicióncomentadade esteteoremay sus implicacionespuedeconsultarse

en [MMR 95].

Teorema2.3.5 SeaAl finito. Sea41 E 3(1V,Al) verificandola condicióndeabierto.
Sea p 6 «9+, y considerarun sistemadinámico (E,T,yp) como arriba. Entonces

i) La entropíade Kolmogorov—Sinaide la medidap~, estádadapor

h(yp) = — >3 pdogpe. (2.37)
iEM

u) Los N exponentesde Liapunovde yp coinciden,y están dadospor

A~(yp) = — >3 p1logr¿, para1 =k < N (2.38)
IEM

demostración:

i) Seap 6 «9k. La entropíadel shift de Bernouilli ir en el espaciode medida

(Al’tC, Vp) estádadapor

h(ir,v~) = — >3 p¿logp~,
iEM
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ver [Wal 82]. Es bienconocidoque la entropíaes un invariantemedianteisomorfis- u’
mosdetransformacionesquepreservanla medida[Wal 82]. Por lo tanto,del teorema

2.3.4 se tiene que la entropíadel shift T en el espaciode probabilidad(E,C,T, yp)
tambiénestádadapor (2.37).

u’u) Observarque de la definición (2.34) y del O—lemasetiene que T es diferen-

ciableen pp—casitodo a’ E E. Dehechosetiene u’
T(x) = <p~’(z), (2.39)

sí a’ = ir(i,,i2,...) e E \ 0*. Si a’ E 0 la aplicación T también estádefinida u’
mediantealgunareglaT(x) = y7’(x) como en (2.35). SeaIMNXN el espaciode las

matricesN x N conelementosen IR. Seconsiderala aplicación5 depunto amatriz u’
E h4 ]MNXN definidapor5(x) = D,,T, dondeD,,T denotala matriz jacobianade la
transformaciónT en el puntoa’. Se define la transformación

~(n) — Sr~1(x)T o Srn—2(~)To ... o S,,T. (2.40)

u’
PonerE = (E\&jU(Erl W). PuestoqueT IE\e’ escontinua,esborel—medible.

Entonces,los conjuntosde la formaT—’(U) con U abiertoenel espacioIMNKN (con u’la topologíausual)sonunión deun boreliano,queesC,—medible,y un subconjunto
de E rl O~ (que tiene y~—medidanula por el e—lema). Si se considera la medida

autosemejanteyp completase tiene que la aplicación5 es C,.—medible. Sea ¡¡ . II
una normaen IRN

2. La aplicacióna’ ‘—* log 5,, es acotada(Al esfinito) y es
constanteyp—a.e.,de modo que

flog jj 5,, dy~(z) <+00.

En estecontexto,laversióndeRaghunathandel teoremaergódicomultiplicativo de

Oseledecafirma queel limite

hm (ss)~ s(n>9i/2fl := A,, u’
existepara yp—casi todo punto a’ e E (aquí 5* denotala matriz transpuestade

5). Los logaritmosnaturalesde los autovaloresde la matriz A,, son los exponentes
de Liapunovdel sistemagobernadopor T en el punto a’. Más aún, puestoque el u’
teorema2.3.4garantizaqueel par (E, T) esergódico,el teoremadeOseledecafirma
quelos exponentessonconstantespp—a.e. u’

u’

u’
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A continuaciónprocedemosa calcularexplicitamentela matriz limite A,,, y por

tanto los 1V exponentes, para nuestro caso. Es sabido que una semejanza <p se

obtieneúnicamentecomponiendouna homotecia,una traslación,y una aplicación

ortonormal. Se puede ver [Rut 81] para una demostración de este hecho. Por lo

tanto, fijar una baseortonormalde ]iRN, y considerarparacadai E Al la descom-
—1

posición mencionada de la semejanza <p7~ referida a estabase.En concreto¿p~ se

puedeescribir
—I —

= r1 ‘Oda’ —xj) + ~, (2.41)
donde r1 es la razón de contracción de <p¿, 0~(9 es una matriz ortonormal, y E~ esel

punto fijo de la semejanza <p~í (quecoincidecon el de <p¿). Seaa’ = ir(i,,i2,...) E E.
Derivando en (2.41), y teniendo en cuenta (2.39), se tiene en (2.40)

sI»> — rj’r¿j.” r7’O~1 0012

de modo que
n

(S~7>SI»r)í12= fi r,’INXN, (2.42)
5=’

donde‘NxN esla matriz identidadNx 1V. SeaU lavariablealeatoriaenAl definida
por R(i) = — log r1, y consideraren Mv el proceso independientedefinido por

S,~(i) = _ Ho pr,o irS(i), dondepr, : Mv ~—* Al es la proyecciónsobrela primera

coordenada, y ir es el shift de Bernouilli en Mv. Observarque la esperanzade 1?

respectode la probabilidadp estádadapor S[R] = — EjEM p~ log r¿. De (2.42), y

de la ley fuerte de los grandes números se tiene que, para vp—casi todo i E Al~

n 1»
A,, = hm fi r4’

1»INXN = hm exp(——>3 log r1
3)INXN —

5=1 fl—00 n _

— 2L~ exp(±S(i))INXN = exp(4R])INXN. (2.43)

Deestemodo,la matriz A,, esconstanteyp—a.e.,diagonal,y con los elementosde la

diagonaltodos igualesa exp£[R]. Por lo tanto el espectro de Liapunov del sistema

estácompuestode N exponentesdevalor constantedadopor

A5(a’) = £[R] = — >3p¿logr1
IEM

para todo 5 = 1,...,N, comoafirmau). El
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SI
Nota 2.3.6 Observarquela demostracióndel teoremapermitecaracterizarun con-

junto de ye—medidaplenaparael quelos exponentesdeLiapunovestándefinidosy a
toman el valor de los exponentes del sistema. Para todo código i en el conjunto de
Besicovitch fino B~”’~ G M”~ definido en (2.19), se tiene A5(ir(i)) = E[R] paratodo

j. Ello sedebea que,cuandoAl esfinito, setiene de las propiedadesfrecuenciales ¡A
asintóticas del código i

Hmn’S,~(i) = hm —>3 61(i,n)logr¿ = — ~p~logr¿. (2.44) ¡A
fl400 ~ ieM 1CM

En realidad,estelimite secomportabienparatodocódigo tal que~ 6¿(i,n) = ¡A
Pi, pero esto no es traducibleen términosgeométricos,ya que hay puntos en el
conjunto de Besicovitch que están también el conjunto de solapamniento e*, donde ¡A
D,,T no está definida.

¡A
Nota 2.3.7 A continuación se da una justificación no rigurosa del modo en que

los exponentes deLiapunovdel sistema(E, T, yp) computados mediante el teorema ¡A
2.3.5midenefectivamentetasasdedivergenciadeórbitasque correspondena condi-
cionesinicialespróximas. Paraello tomar a’ E B~W. Con estaelecciónseconsigue ¡Apor una parte que la aplicación T sea diferenciable a lo largo de la órbita de a’,

{T”(a’) : n E IN}; y por otro que el limite en (2.44) tome el valor adecuado£[R]

para un conjunto de y~—medida plena. Paraun it E E \ e* suficientementepróximo ¡A
a a’ se tiene

d(T”(x),T”(it)) £M¡¡ D,,T’ d(a’,it), (2.45) ¡A
donde II es una norma, por ejemplola normadel máximo, en el espacioIMNXN.

Aplicando la regla de la cadena repetidamente se obtiene en (2.45) ¡A
d(T»(a’),T»(y)) 1 S<»> d(x,y). (2.46)

Es sabido que

lLrn n~ 4»> fi— hm n~ fi A,, ¡A
(ver e.g. [MMR 95]). Por lo tanto, tomando norma en (2.43) (que se verifica para

todo a’ E B~W),la expresión(2.46) sepuedeescribircomo ¡A
d(T”(a’),T”(y)) ~6fl¿[R]4a’,y) ¡A

¡A
¡A
SI
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si n es suficientementegrande.Estarelaciónsetieneparaun conjuntodepr—medida
plena, y por tanto expresa precisamente el hecho de que las órbitas que corresponden

a estados iniciales a’ e y (próximos) se separan típicamente a una tasa exponencial

dada por el exponente de LiapunovE[R] > O (el exponente máximo, que en este caso

coincidecon todos los exponentes).La dinámicaaltamenteinestable,consecuencia

de la positividadde todos los exponentesdeLiapunov,estáconfinadaal compacto

E. Esta combinación de inestabilidady confinamientode órbitasa un conjunto
acotado es la marca de fábrica de los sistemas caóticos [ER 86].

Finalizamosestaseccióncon el siguientecorolario, que recogela lecturade la
fórmula de dimensión para la medida p~ en los términosanteriormentereferidos.

Corolario 2.3.8 Sea‘9 6 S(N,M) verificandocondiciónde abierto. Seap 6 «9k.

SeaT una aplicación shzft enE comoarriba. Entonces,la dimensiónde la medida
autosemejantep~, verifica la fórmula

dimp~ — Ms~)’ (2.47)

dondeh(p~) es la entropíade Kolmogorov—Sinaide ps,, ~ A(p~) es ‘el exponentede

Liapunov’de la medidap~.

Nota 2.3.9 Se deberíadenominara A(p~) := A(’Ji,p) como ‘el exponente del par

(‘9,p)’ puestoque dependesólamentede los parámetrosrí,pí, z E Al (y no de la

transformaciónT particular). Sobrela interpretaciónde A(’9, p), ésteparámetro

debeentenderse,másque como el máximo exponentede Liapunoven el sistema,

como un promedio de los 1V exponentes.En este caso todas las direccionesde

los 1V autoespaciosasociadosa los autovaloresde la matriz A,, son de máxima
divergencia. Esta interpretaciónde A(’9, p) como promedioestáen concordancia

con otrasfórmulas en la literatura,por ejemplo [You 82], que tambiénrelacionan

magnitudesergódicas,y en la que intervienentodos los exponentesreflejandolas

accionesdeestiradoy dobladodel flujo.
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Capítulo 3

Geometría de Medidas
Autosemejantes 1: Singularidad
respecto a la Medida de
Hausdorff.

Como seobservóen el capítulo 1, en 1992 Deliu, Ceronimo,Shonkwilery Hardin

encontraronla dimensióndeuna medidaautosemejantedadapa,. En concreto,en
(DGSH 92] se pruebaque,si Al es finito y ‘9 6 S(N,Al) verifica la condición de

abierto(i.15)-(í.16), setiene que la dimensiónde Hausdorffde la medidaautose-
mejante pp está dada por

dimp~ = s(p) := ~6Mptíogpt (3.1)
ZÍEM p~ log r~

Como se razonóen la sección1.3, el valor s(p) clasifica la familia de medidasde

HausdorffH
t en los siguientestérminos: la medidaautosemejantep~ es singular

respectoalamedidaHt si t > s(p),y escontinuarespectoalamedidaHt si t <s(p).
Sin embargo,estono permitedecidir cómoesla medidap~ en su dimensión,í.e. sí

escontinuao singularrespectode la medidaHS(P). En estecapítuloseresuelveeste
problema,clasificandoel comportamientode la medida¡q> respectoa una familia

paramétricademedidasde Hausdorffque ‘refinan’ la dimensións(p).

La técnicaempleadaserá local, medianteel uso de densidadesde la medida

57
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~~1

ji evaluadassobrecilindros geométricos. Esto precisademostrarpreviamentere-
sultadosde densidadespecialesparaconjuntosautosemejantes,así comoextender

~1
resultadosclásicosde C.A. Rogersy S.J. Taylor [ItT 61].

u’
3.1 Preliminares. Estimación de las medidas y

dimensiones de Hausdorff y packing medi -u’
ante técnicas locales.

~1

El teoremacentralquesedemostraráenestasecciónestáinspiradoen los resultados

clásicosde Rogersy Taylor [BiT 61], que introdujeronen el año 1961 la densidad
superiorde una medidade Borel en IRN respectoa unafunción de dimensión~ E

Y y en un punto a’, para obtenerestimacionesde la 4—medidade Hausdorffdel
conjuntode puntos dondedichadensidadestáuniformementeacotada(por arriba
o por debajo). Dicha densidadsecalculaobteniendoprimero,paracada5 > O, el -~

supremode los cocientesp(R)/#(I 1?j) sobretodoslos rectángulosN—dimensionales
talesque j 1? < ¿y a’ E R; y tomandodespuésel ínfimo sobretodoslos 6> 0. Así se

obtieneunamagnitudlocal que evalúael ratio asintóticoentrela ji—medida que se u’
concentraen un entornoa a’ y el tamañogeométricodedicho entorno.Denotamos

dichadensidadsuperiormedianteRd~(a’). El teoremadedensidadde Rogers—Taylor

sepuedeenunciarcomosigue. Suponerque¡‘ esunamedidadeBorel deprobabilidad S

en un compactoKG IR.N, yAc K; entonces u’
-tSi Rd~(a’) <a <+00 paratodo a’ c A, entoncesH4’(A) =CoAji(A). (3.2)

_ u’
Si Rt(a’) > 6> 0, paratodo a’ E A, entoncesHt(A) <dr’. (3.3)

u’
Los orígenesde las técnicaslocalesestánen el trabajo de O. Frostman[Fro 35],

que en su conocidolemarelacionala positividadde la 4—medida de Hausdorffde u’
un conjunto A compacto(hay versionesparaconjuntosmásgenerales,ver [Tri 82]

o [Mat]) con la existenciade unamedidade Borel concentradaen A c ]RN tal que u’
ji(B(x,r))/4(r) =1 (3.4) u’

u’
7

u’
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paratodo r> O y paratodo a’ E IRN. El recíproco,mássencillo, eslo que Falconer
llama ‘principio de distribución de masa’ en [Fal 90]. Esta constituyeuna de las

técnicasestándarparaencontrarestimacionesinferioresparala dimensióndeHaus-

dorff; sedistribuyeunamedidaji sobreel conjuntoA y sedemuestraquela medida

secomportalocalmentecomo(3.4) paraalguna4(4) = Q, sesigueentoncesque
dimA > t.

Una cuestiónpreviaa la estimaciónde la 4—medida del conjunto A esestimar
su dimensión. Paraello, se puedenusartambiéntécnicaslocales que estimanel
exponente1, parael radio de unabola centradaen a’, que ‘calibra’ la ji—medida

de dicha bola. Estees el papelque juegala densidadlogarítmica(inferior) de la

medidaji (tambiénse llama en la literatura dimensiónpuntualde la medida),que

se define como el límite inferior (cuandoel diámetro ¡ U(a’) 1 tiende a cero) del
ratio log~u(U(a’))/log 1 U(a’) 1’ donde U(a’) es un entornodel punto a’ (que varía

dependiendodel contexto).Magnitudesasintóticascon el saborde éstas,buscando
exponentesde leyespotenciales,sonlas introducidaspor Kohnogorov[KT 61], que
no sonsino las dimensiones(superiore inferior) de Minkowski [Rey92].

El primeroen utilizar densidadeslogarítimicasinferioresparaestimarexponentes

asociadosa dimensiónde I-Iausdorff,pareceserBillingsley [Bil 61] enel contextode
probabilidadenque élmanejala dimensióndeHausdorff. Los resultadosabstractos

de Billingsley se aplican de manerainmediataal intervalo unidad. El resultado

de mayor aplicaciónseformula como sigue: Si A es un borelianoen [0,1] tal que

ji(A) > O paraunamedidade Borel finita queverifica

Hmini log¡4u»(x)) = a, (3.5)

log ¡ u,«a’)

paraalgúna=O y paratodo a’ E A, entoncesdirnA = a. Aquí u,.(a’) esel intervalo
diádico (es decir, de la forma [k2», (k + 1)2»)) que contienea a’, y por tanto

¡ u»(a’) 1= 2~. Billingsley demostróesteresultadousandorecubrimientosde A.
Tricot demuestraen un artículode 1980 [Tri 80] esteteoremade Billingsley usando

los resultadosde Rogersy Taylor sobredensidadesno—logarítmicas. Ello ilustra
el hechodeque las densidadesno—logarítmicasde Rogers—Taylory las densidades

logarítmicasdeBillingsley siguieronen un principio caminosindependientes.

En 1982 C. Tricot exhibe,combinandoel lema de Frostmany la ideade dis-
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tribución de masa,la maneraprecisaen que las densidadeslogarítmicasinferiores

esféricas ~g(a’) = lirni¿if íogji(B(x,r)) (3.6)

________ s
logr

(aquí los entornosU(x) son bolas), estánvinculadasa la dimensiónde Hausdorff. u’
En concreto,Tricot pruebala identidad

u’dimA= sup mf a~~(z) (3.7){g:g(A)>O} xcA —

paratodo conjunto A analíticoo de Souslin,ver [Fal 85] paraunadefinición. Dicha urelaciónnotableya estabade algúnmodosugeridaenla literaturade las dimensiones

de Hausdorff. Más sorprendenteaúnes el hecho de queuna identidaddual a (3.7)

se verifiqueparala dimensiónpacking,cuya definición (1.8) involucra un pasomás u’
en complejidadque la medidade Hausdorff. Tricot demostróla identidad

DimA = mf sup ~~da’)~ (3.8) ¡A{g:p(.4)<oo} zEA

donde 1
d~~(x) = 1j~511plo~i4BQr~r))

r—.O logr

es la densidadlogarítmicasuperior (esférica). La relación (3.8) suponeuna notable ¡A
simplificaciónconceptualdela medidapacking,al tiempoquela sitúadesempeñando

un papelsimétricorespectoa la dimensiónde Hausdorff. Ello ha provocadoqueel u’
cálculo de la dimensión packing se considereestándary relevante asociadoa los
problemasde teoría geométricade la medida. Una revisión de los teoremaslocales u’quepermitenestimar dimensiónde Hausdorffy dimensiónpackingpuedeverseen[Rey 92].

En 1982 L.S. Young [You 82] demostró,inspiradoen el teoremade Billingsley u’
citado arriba, una version 1V—dimensional del mismo con la densidad(3.5) reem- u’
plazadapor la densidadlogarítmicaesféricade la medida

a~(x) = limlog g(B(z,r))¡ log r. u’
El teoremadice quesi ji(A) > O y uniformementeen A se tieneag(a’) = a, entonces
dimA = a. Además,motivadopor cuestionesde sistemasdinámicosdotadosdeuna ¡A
medidaergódica,Young mostróque eso implica quesi ag(x) = a ji—a.e. entonces
dimp = a. Este último resultado(que se conocecomo teoremade Young), y en u’

u’
~1

¡A
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generallas técnicaslocales,han tenido muchatrascendenciaen la teoríay las apli-
cacionesparael cómputo de la dimensiónde Hausdorfl?DGSH consiguende hecho
el resultadode dimensiónde la medidaautosemejanteencontrandoque el valor de

la densidadestádadoji—a.e. pora~(a’) = s(p).

Taylor y Tricot [TT 85] consideranla densidadinferior no—logarítmica ¿ la

Rogers—Taylor,y demuestranun teoremadedensidadparalamedidapackingcomo
el de Rogers—Taylor(3.2)—(3.3). Una versión de esteteoremaseranecesariaen el
capítulo4 (ver la sección4.3). Saint—R.aymondy Tricot [ST 88] demostraronun

teoremade densidadque seformula de maneraidénticapara la medidapacking

y la medidade Hausdorffcentrada,simplementeintercambiandolos papelesde la
densidadesféricainferior por la superior. H. Haase[Haa 87, Haa88, Haa90] ha

extendidoel teoremade densidadde Taylor—Tricot a contextosmásgenerales.

Lo que sepuedeconsiderarcomo la versión de los resultadosde Tricot en un

contextodedimensióndemedidasfuedesarrolladaporC.D. Cutíer [Cut 86, Cut 90].
Una breveexposiciónde algunos de sus resultadosapareceen el capítulo4, pues
el punto de vista de Cutíer es más adecuadoparael modo en que allí seabordael
problemade la medidapacking. En estecapítulo,sin embargo,los técnicasque se

usanlas proporcionanresultadosque se demuestranen el espíritu del teoremade

densidadde Rogers—Taylor. Sólo el problemaasociadoa la medidade Hausdorff
se consideraen estecapítulo, dejandoel de la medidapacking,que requiereideas

nuevas,parael siguiente.

3.2 Teoremas de densidad en conjuntos autose-
mejantes.

La utilidad de un teoremacomoel enunciadoen (3.2)-(3.3) para el cálculode la

dimensiónde Hausdorffresideen que se reduceuna cuestiónglobal (como es el

cálculode la medidadeHausdorffusandorecubrimientos)a otralocal (el cálculode

ladensidadsobrelos puntosdelconjuntobajoestudio).Cuando,comoenel casoque

setrataen estamemoria,los conjuntosque seestudianestánconstruidosmediante

procesosde intersecciónde familias de compactosparticulares,las densidadesen
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(3.2)-(3.3), o incluso las densidadesesféricas,puedenser difíciles de evaluar. Sin

embargo,el procesode construcciónproporciona,para cadapunto a’, unasucesión u’
encajadade compactos{K~(a’)}~ cuyaintersecciones a’. Si ademáslas medidasque
seconsideransondetipo productoen elespaciodecódigosquedirige la construcción,

se tiene informaciónprecisade cómo se comportanlos ratios u’

cuandon —* co sobreconjuntosdepuntosamplios(en sentidode la medida,p-a.e.).

De lo anterior se desprendela necesidadde traducir la informaciónlocal quepropor -¡A
cionan los ratios en (3.9) sobreun conjunto dadoen informaciónsobresu medida

de Hausdorff. En el caso de las construccionesautosemejantesE con espaciode ¡A
estadosAl, los compactosnaturalesque conducena a’ = lr(i), i E MN, son los

cilindros {EI(k)}kEN. Por lo tanto se requiereun resultadoque estimela medida u’
de Hausdorff de conjuntossobrelos que la densidadsobre cilindros tiene un com-
portamientouniforme. Alternativamente,como se ha hechoen la literatura para

algunasconstruccionesdisjuntas [CM 92, EM 92], el esfuerzopuedeir dirigido a ¡A
traducir densidaden el espaciode códigos a densidadgeométricaesférica. Estees

esencialmenteel modo en quese atacaráel problemade la medidapacking en el ¡A
siguientecapítulo.

SeaM = ji, 2,. . . ,m},’9 e S(M,1V) verificandocondiciónde abiertoconun abierto ¡A
V, y seaE el único compactoinvarianteasociadoa Xl!. RecordarqueF = y. Seap E
73+ y ji la medidaautosemejanteinducidapor p en E (prescindiremosdel subíndice ¡A
p por comodidad). Nuestraintenciónes definir unadensidad‘geométrica’ en a’ e E

sobrecilindros, i.e. definida no en el espaciode códigos,sino en E. Eso añadeuna ¡A
dificultad en nuestrocaso: puestoque las construccionesque consideramosno son
necesariamentedisjuntas,se planteael problemade decidir sobrequésecuenciade ¡A
compactos(cuandohay variasdisponibles)o cómo se evalúanlos ratios de (3.9). La
solución que damoses la siguiente.

Dadaji E M~, y unafunción dedimensión4 e Y definimosla siguientest—densidad

superior de ji sobrecilindros (geométricos)en a’ e E u’
aten) = sup{limsup ÍdF¡(k)) : i e (3.10)

k—.+oo st(ri(k)) 1r~t>j-. ¡A

u’
¡A
u’
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Observarque el compactoF¡(k) se puede sustituir en esta expresiónpor el con-

junto compactomás pequeñoE¡(k). Llamaremoscilindros a ambosconjuntosín-

distintamente,y trabajaremospreferentementecon FIck). Observartambién que
r¡(k) =1 ¡ (recordarque seasumióen el capítulo1 que ¡ V 1= 1). Escribiremos
-t
d»(.) cuandola función dedimensiónseapotencial,i.e. 4(~) =

Parademostrarel teorema3.2.3 seránnecesariosalgunoslemasprevios. Para
cadabola B de radio r > O, considerarla colecciónde cilindros 0(B) definida

mediante

0(B) = {FI(k) :1 E MM, Fuk) rl B # 0, ri(k) < rpero ri(k..1) > 4. (3.11)

El siguientelemafue demostradoenel casoparticularde4(¿) = ¿ porM.A. Martín

y P. Mattila en 1988 [MM 88]. Aquí extendemosel resultadoa la clasegeneralde

funcionesde dimensiónY.

Lema 3.2.1 Sea B una bola de radio r > 0, y sea 0(B) la colección en (3.11),
entonces

1) card0(B)=q < +oo independientementede r (3.12)

ji) SPEG(B) 4(1 P 1) =qq’4r) para toda 4 E Y (3.13)

demostracion:

La demostraciónde i) esbien conocida,sepuedever en detalleen [GMMR 93].

Es consecuenciadel hecho de que cadacilindro de 0(B) contieneunabola B1 de
radio mayor o igual que pur, dondep > O es el radio deunabola contenidaen y.
Ademásla condición deabiertoimplica que todaslas bolasB1 sondisjuntas. Si se

considerauna bola B2,. concéntricaa B y con radio2r, setienequetodaslas bolas
{ B1 i = 1,..., cardG(B)} estáncontenidasen B2~,y por tantoparaunaconstante

Civ que sólo dependede la dimensiónse tiene

cardG(B)~ CN(2r)N (2 := q <+00,
CN(pur)N pu)
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¡A
quees lo queafirma O. ¡A

1Ahora,paratodo F¡(k) 6 0(B) se tiene r~(k) < r, y puestoque4 esdecreciente

t(rI(k)) =4(r). Por tanto

>3 4(1 P 1) =cardo(B)4(r) =q44r), ¡A
PeG(B)

y por tanto se tieneu). O ¡A
Decimosqueunafamiliadeconjuntos{UI}IEN, U~ G E paratodo i, esji—disjunta

si ¡¿(U1 fl U5) =0 parai ~ j. El siguientelema es unaconsecuenciadel O—lema, y ¡A
se usaráen la pruebadel teoremade densidad3.2.3. ¡A
Lema 3.2.2 SeaU {CÍ}ÍEri unafamilia de cilindros en E, (Le. U C {E¡ : i E

Al*}) tal que C1 « (JYs para i # j. Entonces U es¡¿—disiunta. ¡A
demostración:

Dos cilindros diferentesde U (no contenidoel uno enel otro) puedenintersecar. ¡A
Suponerpuesi#j talesque C1flCí #G. SeanieMkyj E Al’, conk,IE]N, tales

que C1 =E~ y C5 = E~. Sean=mmn{q:
1q #Jq} Asíi(n) ==j(n),yportanto

E¡ n E~ = <pj(~)(Ei~
41 ,-~,k n Es+1 ~ G

C <p~n)(<pin+i (E) fl S’s»+x(E)) ci <pi(»)(O) ci O~. ¡A
El e—lemaimplica entoncesque ¡¿(C1 rl C5) = 0, y por tanto U es ji—disjunto. O

Como consecuenciadel lema, todorecubrimientodeun subconjuntode E medi -¡A
antecilindros se-puedetomar¡í—disjunto. Observarqueel lemaesigualmentecierto ¡A
si se tomanrecubrimientosmediantecilindros F1, i e M*. Ahora demostramosel

teoremaprincipaldeestaseccion. ¡A
Teorema3.2.3 (de densidad)

Sea ji ~ una medidaautosemejanteen E. SeaA ci E, y 4’ e Y. Seana y b ¡A
dosconstantesfinitas it positivas. Entoncesse tiene ¡A

¡A
¡A
SI
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i) Si sup,,eAt(a’)< a, entoncesH4’(A) =(aq)1¡¿(A),donde q es la constante
en (3.12) y A esCr—medible.

Ii) Si inf,,EA 1~(a’) > 6, entoncesHt(A) =1r14., donde4* es la constanteen

(1.6).

demostracion:

i) Comosepretendeobtenerunacotainferiorparala dimensiónbastademostrar
que la tésissecumpleparaA \ Ot De estamanera,setiene

Ht(A) =H~¼(A\ e~) =(aqf’ji(A \ 0) = (aq)’ ji(A),

comoconsecuenciadel O—lema. Por tanto bastademostrari) para A \ 0. Ahora,

dadoa’ e A\ 0 hay un sólo código i E c’(a’) demaneraqueel supremoen (3.10)

essuperfluo.

Observarque paratodo a’ e A setiene quet(a’) <a — e paraalgúne = e(a’) > 0.
Estoequivalea que s(F¡(k)) < (a—c)so(r¡(k)) paratodo k> n(a’). La técnicaclásica

consisteen clasificarahoralos puntos de A segúnel entero n(a’). Por tanto, para

n E ]N, considerarel conjunto

A,, = fl {r(i) e A \ Er :1 E AlN, s(F¡(k)) < (a — e)t(r¡(k)) paraalgúne > O}.
k>n

ClaramenteA,. es una sucesiónno-decrecientede conjuntos tal que U»~r~ A,. =

A \ Ot Sea.0 <6 < u”, y considerarun ¿—recubrimiento??,,= {B
5 :5 E IN} de A,.

mediantebolas.Tomar,paracadabolaB5 E 7?,,, la coleccióndecilindros

G,.(j) = {P E 0(B5) : Frl A» ~ 01,
donde0(B5) es la colecciónde cilindros definidaen (3.11). Observarque,dadoque

6 < u”, paratodoP E G»(j) se tiene que

ji(P) < (a — e)44j P 1) <«4(1 P I)~ (3.14)

puestoqueP es un cilindro de generaciónposterioran y contieneun punto de A,..

Por lo tanto, parael recubrimientoelegidosetiene

>3 «¡Bs¡)=C’>3 >3 ~jP¡)=
B;Efl~ SEN PEG~<5)
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u’
=q•~~ig~i>3 >3 ¡4P) =(qaf’¡¿(A»), u’

561=4PeG~(5)

dondeladesigualdad(3.13),ladesigualdad(3.14),y el hechodequeUSEN UPEG~(5) P D J
A» sehanaplicadoen eseorden. Entoncessetieneque

Iq(A) =14’(A,.) =(aq)’ ¡¿(A,.) u’
paratodo n E IN. Haciendofi tendera O seobtieneque Ht(A) =(aq)1a(A») con u’
n arbitrario. Como la medida¡¿(A») de hechoaumentaa la medidade A setiene

u) Seas>Oconb—e >0. Ahoraparacadaa’E Asetieneque~(a’) > b—e/2,

y por tanto (de la definición (3.10))existealgún 1,, E ,ci (a’) tal que la desigualdad u’
¡dF¡.(k)) > (b — e)t(r¡.(k)) (3.15)

severifica parainfinitos valoresde k. Parademostrarque la medidade Hausdorff

esfinita bastaencontrar,para cada6 > O, un 6—recubrimiento1? del conjuntoA
que arrojeuna sumaSUEIZ «¡u 1) finita. Seapues6>0, y tomark0 E IN tal que

UkQ <6 (recordarque U = maxIEM r¿). Ahoraparacadaa’ E A considerarel entero

k(a’) definido por u’
k(a’) = min{k : k > k0, ji(F¡~(k>) > (b — e)t(rj~(k))}, (3.16) u’

dondei~, E ic’(a’) es el código elegidoarriba. De(3.15) setieneque k(a’) estábien

definido, y puestoque k(a’) > k0 paratodo a’ E A setiene que ¡ F¡3(k(~,» < 6. Por u’lo tanto la colección

{F¡.(k) : k = k(a’),a’ E A} u’
esun 6—recubrimientode A mediantecilindros, queporel lema3.2.2puedetomarse

¡¿—disjunto. Denotandoeste6—recubrimiento¡¿—disjuntopor U = U(S), setiene de
(3.16) u’

>34(1 P ¡) =(b—e7’ >3 ¡¿(P) =(b—e»’ji(E),
PEu PEIJ

puestoqueU es>u—disjunto. Por lo tanto H%’(A) =(b —e)’, y puestoquee > O es

arbitrariosetieneel resultado.Puestoque H’b denotamedidadeHausdorffesférica
(ver la sección1.1)), y los recubrimientosU(S) obtenidosson recubrimientospor u’
cilindros, sedebeusarla relación (1.7) paraque la afirmaciónIi) seaprecisa.O

u’

u’

u’
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Nata 3.2.4 Observarquela pruebadel teorema3.2.3no haceusodel hechode que

la medida ji seauna medidaproducto, exceptoporquedebeaplicarseel O—lema.
El teoremaanteriorpor tanto esválido paramedidasji másgeneralesquetengan
la propiedadde que el conjunto e* tengaji—medida nula. Esto sucedeen general

cuandola construcciónautosemejantees disjnnta (0 = ~),o cuandoel conjunto

desolapamientoO~ esnumerable.Bajo algunadelas anterioreshipótesis,cualquier
medidafinita ji cuyaa—álgebracontengaa los cilindros geométricos(por ejemplo,

unamedidade Borel, ya queestosconjuntossoncompactos)verifica el teoremacon

cambiosmenores.En concreto,el conjuntoA en i) debeestaren la a—álgebrade
la medida,y la estimaciónque seobtieneen u> es H~(A) =b14*,I(E). Observar

tambiénque la hipótesis1) puededebiitarsea que A contengaun conjunto de ji—
medidapositiva parael que la densidad~ estáuniformementeacotadaporarriba.

Los resultadosde densidadde Taylor y Tricot [TT 85] y de Saint—Raymondy

Tricot [ST 88] sonmásajustadosquela parteu) enel teoremade densidadanterior,

enel sentidodequeconsiguendemostrarque114’(A) =Cb’p(A) con unaconstante
C> 0, si ladensidadsuperioresféricaqueellosmanejanestáuniformementeacotada

pordebajoenA por la constanteb. Observarqueestoesmásfuertequela afirmación

fi) en el teorema3.2.3. Se puedeconseguirestamejoraen nuestrocasotambién,
-tpero unacondiciónmásfuerteque la exigidaen u), d~(a’) > b paracadaa’ E A, es

necesaria.Aunqueestamejoranoseraprecisaen lo quesigue,ilustrabiencomoestá
articuladala densidadquehemosdefinidoen (3.10); y por ello serecogeel resultado
en la siguienteproposición

Proposicion3.2.5 SeaA E Cr rl E. Si

ini ini {lim sup } > b, (3.17)
xEA iE~r’(x) k-.oo

entonces

Ht(A) =b14.*p(A). (3.18)

demostración:
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SeaO < e < 6. Observarque la condición (3.17) implica ahoraque, para cada

a’ E A, la desigualdad ¡¿(FI(A)) > (6—c)#(rI(k)) (3.19) u’
se verifica para infinitos valoresde k E IN, pero también para todos los códigos

í C ir’(a’). Esto permiterecubrirbien el conjunto A mediantecilindros de modo u’
que la desigualdadanteriorseverifique paralos cilindros del recubrimiento(o sus
descendientes).Sea 4 > O arbitrario, y tomar un recubrimiento{CI}IEN de A u’
mediantecilindros geométricostal que

>3 ji(C~) <¡¿(A) + 4. (3.20) u’
i~N

Sea6 > O y tomar k0 E IN tal que U¡co <6. Ahora,paracadaa’ E ArlC1, elegir el

entero u’
~«a’) = min{k: k> k0,¡¿(FI(A))> (b—e)4.(r¡(k)),FI(A) CC C~ paraalgún i i E t<~(a’)}. u’
Observarque lc(a’) estábien definidopara todo a’ e A, puestoque U~ (3¿ cubreA,
y (3.19) severifica paratodo i E ic’(a’). Observartambiénqueno bastacon que

u’(3.19) severifique paraun código i,, especial,comoen el teorema3.2.3 Ii), ya que
unasecuencia{FI(,q}kcN puedenoverificar (3.19)paraningún k E IN, y sin embargo

serla únicaque proporcionaun cilindro contenidoen el cilindro C1 tal que a’ E C1. u’
En tal casok(a’) no estaríabien definido.

La colecciónU = {F¡2(k) k = k(a’), a’ e A} es un 6—recubrimientode A (puesto u’
que k(a’)> k0 paracadaa’ e A), y del lema 3.2.2 puedetomarse¡¿—disjunto.Como

Upcu PC U~eN C1 setiene u’
PEu PEu u’

=(6—e)~1>3 ji(C1) =(6— e)i(,4A) + 4).

Haciendo6 tendera o setiene (b — e)
1Ca(A) + 4), y puestoquee > O es u’

arbitrario Ht(A) =1r1(p4A)+ 4). último, toda construcciónes válida para

u’
4 > O arbitrario, y por tanto sesigueel resultado. O.

Nota 3.2.6 Podríahabersedefinido la 4.—densidadsuperiorcomoen (3.17) enlugar u’
de la definición (3.10)que hemoselegido,esdecir tomandoel ínfimo de los limites

u’
u’
u’
u’
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limsupk.u(FI(k))/4.(r¡(k)) sobrer’(a’) en lugar del supremocomo en (3.10). De
estemodo seconsigueque la estimación(3.18) de la proposición3.2.5 sustituyaa
la afirmaciónmásdébil II) del teorema3.2.3. Sin embargo,se comprobraráque

la eleccióndel supremoen (3.10) es la adecuadapara los resultadosque aquí se
obtienen.Observartambiénqueambasdefinicionescoincidenenel conjuntoE\ O~,
y por tanto la estimación(3.17)severifica paratodo A E E \ Er.

En ocasiones,no sepuededisponerde una información tan ‘fina’ como la que
proporcionalas densidadesno—logarítmicas,y sin embargo,sí sepuedecalibrarel
comportamientopotencialde la medidade los cilindros en términosdesu diámetro,

í.e. sepuedeestimarla densidadlogarítmicade la medida.Deestemodo,sepueden
debilitar las hipótesisdel teorema3.2.3 sobrela densidadd~ en los puntos de A a
costa, claro está,de obtenerinformación sólo sobre la dimensión de A. Ahora
introducimosuna densidadlogarítmicaque se evalúasobrecilindros, y que está

definida en el espaciogeométrico.La densidadlogarítmicaque estánaturalmente
-tasociadaa la densidadno—logarítmicad~ esla que definimos a continuación.Para

ji e Mt y a’ E E sedefine la densidad logarítmica inferior (cilíndrica) de ji en a’

mediante

D~(a’) =inf{liminfíO8¡«F><k)) i E ir1(a’)}. (3.21)

El resultadode densidadque setiene ahoraesel siguiente

Teorema3.2.7 (de densidadlogarítmica)

Sea ji e M+, y A ci <Z~. Entoncesse tiene

1) Si inf~EA ft~(a’) =a y ¡¿(A) > 0, entonces dimA> a.

II) Si sup~EÁft~(a’)=~ entoncesdimA < fi.

demostracion:

La demostracióndel teoremasereduceal teoremade densidad3.2.3.

1) Seat<a. De la hipótesissetiene que ft~(a’) > t’ paratodo a’ E A y paraun
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u’
t’> t. Seaa’ E A. De la definición (3.21)entoncessededuceque la desigualdad

logp(F1<&>) < tlogrl<k) (3.22> u’
severifica paratodo i e iC

1 (a’) y paratodo k suficientementegrande.Observarque

(3.22) implica entoncesquela desigualdad

¡«FI(A)) a
<1

se verifica para todo i E ,iv’(a’) y paratodo k suficientementegrande. Esto es u’
equivalentea que

limsnpp(FÍ<k)>/rLk) < 1,
k—.oo

paratodo i E iC1(a’) y por tanto la t—densidadno-logarítmicaverifica d~(x) < 1. u’Hemosdemostradopor tantoqueparatodo a’ E A setiene2~(a’) <1, y por tantoel
teoremade densidad3.2.3 implica que Nt(A) =f’p(A). Corno ¡¿(A) > 0, setiene

queNt(A) > O parat < a arbitrario. Deja definiciónde dimensióndeHausdorffse u’
tiene entoncesquedimA > a como sequeríademostrar.

Ii) La demostraciónessimilar a la de la parte1). Seaahorat > fi, demodo que

paratodo a’ C A setiene

logp(F;~(k)) > tlogr]
4k) (3.23)

para(al menos)un códigoparticulari~, E r’(a’), y parainfinitos valoresde k. Esto
sepuedeformular equivalentementecomoque la desigualdad

ji (F~,(k)

)

rL(A) >1 u’
se verifica infinitamentea menudoen k sobreun código i~, que proyectasobrea’,

y éstose tiene paratodos los puntos a’ e A. Estadesigualdadpor tanto sepuede u’
expresaren términosde la densidadno—logarítmicamediante

u’
paracadaa’ E A. El teoremade densidad3.2.3 u) implica por tanto queIP(A) =
2~ <+00, i.e. dimA> t. Como1> a arbitrario se sigue II). O u’
Nota 32.8 Los comentariosde la nota3.2.4son tambiénaplicablesen el contexto u’
del teorema3.2.7.

u’

u’
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Los resultadosde densidad3.2.3 y 3.2.7 puedenformularsesin dificultad en
términosde la dimensión de Hausdorff de conjuntosque se obtienenmediantela
proyecciónpor r (ver (1.14)) de conjuntosde códigos de MN con propiedadesde
densidadadecuadas.Porejemplo,en el casode la densidadlogarítmicael resultado

escomosigue.

Corolario 3.2.9 Seau Vp la medida producto en MN inducida por p E V~, y
sea8 ci AlN. Entoncesse tiene

i) Si liminf log ¡4(1(k))) =a y u(B) > 0, entoncesdimr(B) =a.
A—co los rí(k)

u) Si liminf logz4(i(k))) =fi, entoncesdimir(B) =fi.k—.oo log rl(A)

demostración:

i) Se siguedel teorema3.2.7 si seconsideraA = r(B) \ 0*. Observarque para
todo a’ E A setiene un únicoi — ,c’(a’) y por tanto D»(a’) =a. Aplicar ahorael

teorema3.2.7 a A y setienedimr(B) > dinA> a.

u) Ahora claramenteñp(a’) =fi paratodo a’ E ir(B), y por tanto el teorema

3.2.7 u) implica el resultado.O

Es claro que un resultadosimilar al teoremade densidad3.2.3 puedeenunciarse,

igual que el corolario 3.2.9, en términosde E ci AlN y su proyecciónr(B) ci E,
comoen el anterior teorema.

Nata 3.2.10 Unaobservacióninteresanterelativaal teorema3.2.7 es la siguiente.

Notarqueno esnecesarioexigir quela ¡¿—medidade A seapositivaparalaestimación

superiorde la dimensión(partefi)), estaacotaciónsetiene independientementede

cúaleslamedidadeA. Sin embargo,la exigencia¡«A) > O escrucialparaobtenerla
estimaciónpordebajode la dimensióndeHausdorffdeA. En ocasioneslos conjuntos

que seconsideransondeji—medidanulay sinembargogeométricamenteimportantes
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u’
(puedentenerdimensiónde Hausdorffgrande).Dos ejemplosdeestanaturalezase

exhibenen la sección5.3 (sonlos conjuntosque aUí sedenotanpor y R~). Es por

u’tanto interesantedebilitar la hipótesis¡¿(A) > O en el teorema3.2.7 de modo que
aúnsetengadunA > a. Talresultadopuedeconseguirsesi el conjuntode u—medida

nula r<1(A) es ‘suficientementegrande’. Paraestimarel tamañode los sucesosde u’
probabilidadnula, Billingsley introdujo en 1961 la dimensióndeHausdorffen teoría

deprobabilidad.Deestamanera,si un conjunto de u—medidanulatiene dimensión u’
de Hausdorff—Billingsley plena, todavíase respetala desigualdadu) del teorema
3.2.7. Este resultadose demuestraen la sección5.3, y se aplica a los ejemplos

mencionados.

u’
3.3 Singularidad de las medidas autosemejantes

respecto a la medida de Hausdorff en su di-
mensión. u’

En estasecciónseusaránlas técnicaslocalesde la secciónanterior paraestudiar

la geometríade las medidasautosemejantes.Es claro que la dimensiónde ji da
unaideade la ‘concentración’de la medida,y por tanto desu geometría.Comose

u’ha explicadoen el capítulo 1, sesabeque la medida¡¿p es singular respecto a IP
para t > s(p). Aquí sedemostraráque éstees tambiénel casoparala medidade

HausdorffHJ(P>.

En primer lugar formularemoscondicioneslocales, i.e. en términosde las den -u’
sidadesintroducidasen la secciónanterior, equivalentesa la singularidado con-

tinuidad de la medidarespectoa una medida de Hausdorff dada. Para ello hemos

de generalizar un resultado clásico de teoríageométricade la medida. Dada una u’
medida de Borel ji en ~ en 1961 C.A. Rogers y S.J. Taylor [BiT 61] caracteri-

zaron la singularidad/continuidad de ji respectoa una medidade Hausdorff H# en u’
-t

términos de la 4.—densidad superiorRd~ sobrerectángulosde IRN (la definición se
dio en el primer párrafo de la sección3.1). El resultadoclave para obteneruna u’
caracterización de este tipo en términos de otra función de punto tipo-densidad
d como la que hemos definido en (3.10) resulta ser un teorema como el 3.2.3 que u’

u’
u’
u’
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hemos probado en la secciónanterior. Aunquelas medidasautosemejantesson de
Borel, el resultadoqueprobamosa continuaciónseverifica paramedidasgenerales.

Incluso cuando, como en nuestro caso, la medida ji esdeBorelno esnecesarioexigir
medibilidad Borel a la función d.

Se dice que una medida ji, con a—álgebraA, tienerepresentaciónintegralrespectoa

la medida de Hausdorff H’~’ si existenE0 E A con t—medidau—finita y unafunción
H&~~integrable f tales que para todo A E A se tiene ji(A) = SAnE0f(~)dHt.

Teorema3.3.1 (Extensióndel Teoremade Rogers—Taylor(medidasdeHausdorff))

Seaji una medidain RN cona—álgebraA, y sea 4. 6 Y. Suponerque ezisténuna
función de punto A—medible

d = d(,~) : IRN h—* [0,+00],

y una constanteC > O verificandolas propiedades

(i) Si d(x) < a para todo x E A con A e A, entoncesaCHt(A) > ji(A).

(u) Si d(a’)> b para todo a’ E A, entoncesH
t(A) =Cb~’.

Entonces

(a) ji es continua respectoa H’t si y sólo si d(a’) <+oo p—a.e.

(b) ji es singular respecto a H4’ si y sólo si d(x) = +00 p—a.e.

(c) ji tiene representación integral respecto a H4’ si y sólo si O < d(a’) < +oo

¡i-a.e.

demostracion:

Se hace la demostración en varios pasos. Primero se demuestran tres hechos que

se tienen como consecuencia de las hipótesis (i) y (u) del teorema,y despuésse

usanéstosparaprobarlas tésis (a), (b) y (c).
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(1) Si d(a’) = +00 para todo a’ e A, entoncesH~(A) = O.
SeaK e IN, y considerarel conjuntoA—medible DK = {a’ : d(a’) > K}. Como
A ci OKENDI< se tiene de (II) que H’t(A) =H4>(DK) < CK~1. ComoK es ¡A
arbitrario sesigueque H4’(A) = O. ¡A

(2) SeaA E A. Si d(a’) < +o0 ¡¿—a.e.en A y H4’(A) = O, entonces¡«A) = a

Puestoque¡«A) = U»EN ¡4Afl {a’ : d(a’) < n}) setienede (i) quep(Arl {x : d(x) < ¡A
n}) = nCHt(A) = O, y por tanto ¡¿(A) = 0.

(3) SeaA E A. Si d(a’) = O paratodo a’ E A, y A tiene H~—medidaa—finita, ¡A
entonces ¡¿(A) = 0.
SeaA = UIeN A

1 con H<t(A1) <+oo. Puestoque paracadaí u’
AC fl{a’:d(a’)<rCí}

setiene de (i) que ¡¿(A1) =rc
1CII~(A

1). ComoBÚA,) esfinita y m es arbitrario ¡A
¡«A1) = O, y así¡¿(A) = O también. ¡A
A continuación se prueban las tésis del teorema.

(a) (si) SeaA E A tal que H#(A) = O. Puestoque d(a’) <+00 setiene de (2)

que ji(A) = O y por tanto ji escontinuarespectoa H~. ¡A
(sólo si) Asumir que ji es continuarespectoa H’

1’. Como setiene siempre(ver

(1)) que H#({x: d(a’) = +001 = 0, entonces ji({a’ : d(a’) = +001) = O, y entonces ¡A
d(a’) <+00 ji—a.e.

(b) (si) ComoH#({a’ : d(a’) = +001) = O en general, y el conjunto {x : d(a’) = u’
+00} esA—medible, setieneque ji es singularrespectoa H~. u’

(sólo si) Sea E
0 e A tal que H

4’(E
0) = O con E0 concentrandola medida ji.

Puesto que E0 rl {a’ d(x) < +001 es A—medible, si se aplica (2) se tiene que ¡A
¡«Eo rl {a’ : d(a’) < +00}) = 0, y por tanto d(a’) = +00 p—a.e.

(c) (si) Comod(a’) <+00 ¡¿—a.e se tiene de (a) que ji es continua respecto a H
t. ¡A

Considerarahora,paracadam e IN, el conjuntoDm = {a’ : d(x) > rn’}. De (Ii)

¡A
¡A
¡A,
¡A
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setienequeH#(Dm) < Orn y por tantoel conjuntoUmEN Dm tiene H~—medidaa—
finita y concentrala medidaji. El teoremade Radon—Nykodim(ver e.g. [Rud 79])

implicaentoncesquela medidaji tienerepresentaciónintegralrespectoala medida
en los términosespecificadosarriba.

(sólo si) Asumir que la medidaji tiene representaciónintegral respectoa la
medidaW, Le. ¡«A) = J’AOEQ f(a’)dIP(~) con E~ c A de 114>—medidaa—finita.

En particularestoimplica que ji es continuarespectoa y de (a) setiene que
d(a’) = +oo}) = 0. Como Ea tieneH’~>—medida a—finita setiene de(3) que

¡¿(E
0 rl {a’ : d(x) = 0}) = O.

Por tanto ¡«E0 II {a’ : O < d(a’) < +OO}) = 1 y sesigueel resultado.Esto concluye

la demostracióndel teorema.EJ

Aplicaremosel teoremaanteriora la medidaautosemejante¡¿p,con la densidad

at desempeñandoel papelde la función de punto d en las hipótesisdel teorema.

Puesto que el teorema de densidad3.2.3proporcionalashipótesisi) y II) del teorema

de Rogers—Taylor (bastatomar la constanteO = max{4.t q}), sólo es necesario

comprobar que la función de punto esC~—medible. Eseesel contenidode la

Praposicion3.3.2 Seaji E M+ una medida autosemejante, y sea 4. E Y. En-

toncesla 4.—densidadsuperior : —* [0,+00] definida en 3.10 esCr—medible.

demostración:

Basta demostrar que para todo a E IR el conjunto

Do{x:2t<a} (3.24)

esCr—medible.

Consideraren primer lugar para cadak E IN la aplicación f,, : ‘-~ [0,+00)

definida por

fd~) — ________



~1

76 3. GEOMETRíA DE MEDIDAS AUTOSEMEJANTES 1 u’

ComofA esconstantesobrecilindros escontinuaen MU, y por tantoBorel—medible.

Como la a—álgebraC contienea los conjuntosde Borel de MU se tiene que fA es

C—medible. Por lo tanto

f(i) = limsupfk(i) (3.25)
k—.oo

esC—medible.Ahoraobservarque la densidad estádadapor

~(a’) = sup f(i), -u’
lcr—lCr)

con f(i) como en (3.25). El hechode que la densidad sea C,r—medible es esen-

cialmente consecuencia del isomorfismo de espacios de medida que se demostró en

el teorema 2.3.1. Se procede como sigue. Descomponer E comoE = (E \ 9*) U e*,
de modo que si seconsidera

IB := c’(E \ 09 = MU \ irl(0*) u’
la aplicación ir ¡n es una biyección. Como consecuencia ir ¡B transformaconjuntos

C—medibles en MU en conjuntos Cr—medibles en E. Paraprobar estaafirmación u’
suponerlo contrario,i.e. <A) no es C~—medible para un A E C fl E, dondeO esla
a—álgebrade los cilindros en MN. Como ir es unabiyecciónen los subconjuntosde 1

IB setieneque iC’ (ir(A)) = A, y deaquíunacontradicciónconqueA E C (recordar

que por definición 8 ci E es Cr—mediblesi rflB) e C). u’
Descomponerentoncesel conjunto D4 en (3.24)como

= (D0rl(E\09)u(D«ne*).

Del e—lemasetienequeD~ rl e* tieneji—medidanula,y por lo tanto (si seconsidera u’la medidaji completa)esCr—medible.El conjuntoDafl(E\O*) es4—mediblecomo
consecuenciade que estácontenidoen E, y ir lIB transformamediblesen medibles

comoseha probadoarriba. Por tanto D0 es Cr-mediblecomo unión de conjuntos
Cr—medibles.O

El teoremade Rogers—Taylorreducepor tanto el problemade la geometríade u’
una medidaautosemejanteji e M+ al estudiodel comportamiento‘típico’ de las

_ u’
densidades4 Si se considerala familia 4(4)— 4t t =0,y se entiendeel com-
portamiento¡¿—‘casi seguro’de las densidades2j para t > O entoncesse resuelve

u’

u’
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el problema de la dimensiónde ji. La teoría de probabilidad permite entender ese

comportamiento,y resolverpor tanto el problema. A continuaciónseda una de-
mostraciónbrevedel hechoconocidode que la dimensiónde ¡¿~ es s(p). Con ello

sebuscailustrarel modo en que secombinanlas técnicaslocalesy la probabilidad
para,vía el teorema3.3.1, obtenerresultadosacercade la geometríade ¡¿y,.

La siguientenotaciónse emplearárepetidamenteduranteéstey los siguientes

capítulos. Seap E P~, y seau la medidaproductofl?p en MW SeaZ : Mi—> IR
una variablealeatoriaen M. La notación {ZS}SEN denotael procesoestocástica
independiente(bajou) asociadoa Z en MU; estoes,paracada5 E IN, 4: M~ ~-* IR
estádadopor

Z5=Zopr1or>, (3.26)

donde pr1 MU í—* IR es la proyección sobre la primeracoordenada

pr1(ií,i2,...) =

y ir es la aplicación shift definida en (2.9). La sucesiónde v.a. {ZJ}JEU es una

sucesión de pruebas repetidas o pruebas de Bernouilli. Para cada k E IN, la expresión

S(i) significará
A

Sff~i) = >3 4(i), (3.27)
5=1

parai E MU. La esperanza de la variable Z respecto a la. distribucióndeprobabil-

idad p en M se denotarámediante£[Z], cuandop estéfijado en la discusióny se
sobreentiendapor tantoen esanotación.

Teorema3.3.3 Sea4$ e S(N,M), y p e P~, entonces

Dim¡¿~ = dim¡¿~= s(p), (3.28)

donde ¡¿p es la medidaautosemejanteasociadaal par (lii, p), y s(p) estádefinido

en (3.1).

demostracion:
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Seat > O, y considerarla familia de variablesaleatoriasen M definidaspor u’
X(t)(i) — logp¿—tlogr1. (3.29) ¡A

Observar que = Z~~Mp~logpÍ — tlogr1) = O si y sólo si t = s(p), mientras u’
que £[X«)] > O parat> .s(p) y £[X~)] <0 para t <s(p). Por lo tanto, se tiene

~ S~«
t~(i) = { ~ 5~ t > s(p) (3.30)si t <s(p)

para u—casi todo 1 E MU, puesto que la ley fuerte de los grandesnúmerosimplica
que lim,..

00 tC’S$~(i) = £[X<
0] u-a.e. Seaa’ E r(B~>) donde B~> es el conjunto

de Besicovitch fino de MU definido en (2.28). Puesto que la proyección ir es una

biyecciónen 5~>, la densidad¿.}~) puedeescribirsecomo

—t H7
1P¿i 1d~(a’) = lim supX=i rt —

n

= exp(limsnp~(logp¿5—.tlogr13)) = ¡A
a=l

= exp(limsup5~(t>(i)),

donde i = r—i(a’). Por lo tanto, de (3.30) se tiene ji—a.e.

dt(\f -4-co sit>s(p) (3.31) ¡AO sit<s(p)

El teorema 3.3.1 implica entonces que ji essingularrespectoaHt si t > s(p),y con -¡A
tinua respectoa Ht si t < s(p). Ello equivalea la afirmación (3.28). La afirmación
sobrela dimensiónpaddngsepuedeobtenercomo consecuenciade resultadosmás 1

fuertes de la sección 4.3. Tambiénsepuedeobtenercomo explicala notadebajo.EJ

u’
Nota 3.3.4 Podríahaberseusadola ley fuertede grandesnúmerosparaobtener
directamenteque D~(a’) := D~(x) = r~(~) = s(p) paraun conjunto de ¡¿—medida

uno (la densidadlogarítmicasuperiorcilíndricaTP~(.) sedefinecomola definiciónen

(3.21)pero con limite superioren lugar de limite inferior). El teoremade densidad u’
logarítmica3.2.7 pruebaentoncesque esto bastaparaprobar que dimji =
comoen el teoremade Young (ver la sección3.1). A continuaciónsemuestraesta u’

¡A
u’
u’
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afirmacion. Del teorema3.2.7 se sigueque dim{a’ : D~(a’) = s(p)} = s(p), puesto
que éste es un conjunto de ji—medida plena. La cota superior dimp =s(p) es obvia.

Paraobtenerla cotainferior, seaY C~—medible con ¡¿(Y) = 1. Si se considera el

conjunto de ji—medidaplenaY = Y fl {a’: D~(a’) = s(p)} setiene del teorema3.2.7
que dim=’=s(p) y por lo tanto diniji =s(p). La afirmaciónsobrela dimensión

packingde la medidasesigne deque la medidaes regular, i.e. existe la densidad

D~(a’) ¡¿—a.e.,y exacta,i.e. D~(a’) =cte. p—a.e.; y de los resultadosde C.D. Cutíer

[Cut 90]. Una breveexposicióndel trabajode Cutíer puedeverseen la sección4.1.

Encontrarel comportamiento‘potencial’ de la medida ji consisteen encontrar
un t > O verificandouna‘ley’ del tipo

log>u(U(a’)) tlog ¡ U(a’) j ji — a.e. (3.32)

cuando U(a’) ¡ seaproxima0. U(a’) esun ‘entorno’ dea’ dealgunaclase: rectángulos,
bolas,cilindros...,dependiendodela densidadd que seconsidere.Si severifican las

hipótesisdel teorema3.3.1 para d, sesigue, comose ha visto en la notaanterior,

quedim¡¿= t. Observarque (3.32)severifica paraun miembroderechode la forma

log ¡ U(a’) [~g(¡ U(a’) 1)~ dondeg esunafunción cualquieraverificando

Hm logg(4) — 0. (3.33)

En tal casosepuededecir de manera‘gruesa’ que ¡¿(U(a’)) e-ii U(a’) It Por ‘grueso’

debeentenderse‘logarítmicamente’.Mientrasqueg no desempeñaningúnpapelen
la densidadlogarítmica,éstees crucial parala densidadno—logarítmica,que como

seha visto estárelacionadacon cuestionesmásfinas relativasa las medidasHt.
La soluciónóptima al problemade la medidaconsisteen encontrarla función de

dimension4. que ‘equilibra’ el comportamientolocal de la. medida,en el sentidode

que ¡¿(U(a’)) r’-’¡ U(x) ¡ g(l U(a’) 1) ¡¿—a.e. cuando 1 U(x) 1—> 0 (el símbolo ‘.-.? debe

entenderseaquícomo que el límite (superior)del cocienteentreambosmiembros

es constante). Así la. función de densidadd estáacotada.en ¡¿—casi todo punto

El teorema.3.3.1 afirma entoncesque ji tienerepresentaciónintegral respectoa la

medidade Hausdorff Nt con 4.(¿) =
4i9(4). Puedepensarseque talesmedidas

jueganel papelcorrespondientea los 4.—conjuntos,i.e. conjuntosA talesqueO <

Ht(A) <+00.
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Resueltala cuestiónreferentea la dimensiónde la medida,el objetivoen principio u’
es encontraruna función de dimensión 4. que ‘calibra’ la función potencialde la

dimensión,en el sentidodeque ¡A
4.(4) = 4dflfltLg(4) (3.34) 2

con g verificando(3.33); y tal que ‘equilibra’ la medidaji localmente,estoes

______ u’O cimsup ¡¿(U(a’)) +00. (3.35)¿-.o 4.(¡U(a’)¡)

Tal objetivo puedeserdemasiadoambiciosoen muchasocasiones,ya que no hay ¡A
a priori modo de determinarel calibrado adecuadoparala función potencial. Sin

embargo,un poco másde teoríade probabilidadproporcionademodonaturaluna u’
familia paramétricade funcionesde dímension,y un valor de cortedel parámetro
tal que el comportamientode la densidadd cambiade modo drásticoparavalores

por encimay debajodel valor de corte. Esto esun refinamientode lo que sucede ¡A
con el valor de cortedimji y la familia

4t (ver (3.31)).
~~1

Seap e P~,y ji la medidaautosemejanteasociada..SeaCH = {4.a : a > 0} la

familia uniparamétricade funcionesde variablereal

4.~(4) — 4(P) exp{a(
2log

4c(p) log log log 40(P))i/2}, (3.36) ¡A
dondes(p) = dim¡¿estádefinido en (3.1), y ¡A

c(p) = (>3p¿logr¿7’ < 0. (3.37)
¿EM ¡A

Observarqueparaa = O setiene4.o — ¿~<P) La claseCH ‘calibra a la izquierda’ a
la función de dimensión¿s(P), en el siguientesentido: setiene paratodo a > 0 1

pero ¿~.0+ u’
hm 4s(P)¡4.~(4) = O.

Esto último implica que

ff¡’o > 11s(p) (3.38)

paratodo a > 0. La clasede funciones {H
t : t > 0} seordenanclásicamentede ¡A

mayora menor(i.e. H0 a HN, puestoquela familiadecrececuandot aumenta).Se

¡A
u
¡A
u
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puededecirentoncesarribaque Ht~ ‘refina a la izquierda’a la medida.W(P), y por

extensiónquela claseCH tambiénrefina a la izquierdaa la función potencial¿s(P)~

Se define la clase de funciones de dimensión7% como las 4’ c Y tales que

4’(a’)4,(y) =4’(a’y), para a’,y > O que haganque la expresióntengasentido. Del
mismomodosediceque4’ 6 Y si 4’(a’)4’(y) =t,b(a’y). Sepuededemostrar[Mor iii]

que 7% rl F~ = : t > O}. El siguientelemajustifica quelas funciones4.~ E Qg
estánen la clasede funcionesde dimensióndefinidasen (3.36), y recogealguna

propiedadqueseránecesariaocasionalmente.Tambiénseránecesarioenel capitulo
4.

Lema 3.3.5 Seat > 0, c < 0, y a E IR, y considerarla familia de funcionesde

variable real

4.
0(x) = x

t exp(af(x)), (3.39)

con f(x) = (2 log xc log log log xfl’12. Entonces

i) 4.~ 6 Y.

u) 4.~ 6 Y— para todo a =O, y 4.~ E 7% para todo a < O.

4.~(ax) _

iii) lm~.O+ ta(x) ~>O, para todo a>O

demostración:

Escribiremosocasionalmenteen la demostraciónf(x) = h(logxC), donde

h(4) = (24loglog4)í/2. (3.40)

Observarque lim¿...o+h(4) = +00, h%E) > O si 4 > e, y

lim h’(4) = 0~ (3.41)
¿—*0+

(estanotaciónindica que el limite O sealcanzadesdevalorespositivos).
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i) Es sencillo ver que 4.~ escontinuay positiva en un intervalo (O, 6~) con 6o = 4
min{1, jC/C}~ A continuacióncomprobamosque

lim4.
0(x)0. (3.42) 4

Escribiendo 4
4.0(x) = ‘tl +a’x’~ — doxa + af(x

)

exp~ogxJ\J/ — exp\g\ log x
puestoquet > O, y

lim f(x) —
x—a>logx 4

setiene (3.42). Porúltimo comprobamosque 4.~ es crecienteen algún intervalo de

la forma (0, 6). Derivandosetiene

4.~(x) = xt~1eaÍ(X)(t+ axf’(x)). (3.43)

Puestoque c <o y 4
ch~(logxc)

f’(x) = x

setiene de (3.43)que 4.~(x) >0 paratodox (suficientementepequeño)si a <O. En 4
el caso a > O, setiene de (3.41)que t + axf’(x) = t + ach’(logx”) sehacepositivo
en un entornodel origen,y por tanto 4.~,(x) > O tambiénenestecaso.Por tanto 4.~ 2
es crecienteen un entornoa la derechade O paratodo a E IR.

u) Observarque si sedemuestraque 4
f(xy) =f(x) + f(y) (3.44) 4

(con x, y > O en un entornodel origen suficientementepequeño)se demuestran
~‘1

simultáneamentelas dosafirmacionesdeu). La desigualdad(3.44)equivalea
s

h(logx
0 +logyc) =h(logx”) + h(logyc).

Por lo tanto, bastademostrarque la desigualdad 4
h(4+q)=h(4)+hQi) (3.45) 4

severifica paratodo par de valores4 y ~suficientementegrandes.En primer lugar

observarque 41 2
4h’(4) = ~

2
4
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de modo que la desigualdad
4h’(~) <h(¿) (3.46)

setienesi ¿ es suficientementegrande(dehechoesfácil ver que(3.46) setienepara

todo ¿talque(log4)1 <loglog4,por tantoal menospara4 > e2). Porotraparte,
derivandodosvecesen (3.40) y tras un pocode álgebraseobtiene

h”(4) = —(h(¿)~log2(¿)Y1(1+2loglog4 + (loglog4logfl2),

y por tanto h”(4) < O si 4 > e. A continuacióndemostramos(3.45). Suponerque

4 <q. Del teoremadel valor medioexistez 6 [‘~,4+ i>) tal que

h(¿ + n) — h(
17) = h’(z)4. (3.47)

Puestoque h’(z) =h’(.fl, usandola. desigualdad(3A6), seobtienede (3.47)

h(¿+ ,~) — h(n) =10(4)4=h(¿),

si ¿ y q sonsuficientementegrandes(bastae
2 <4,q), y por tantose tiene (3.45)y

la propiedadu).

iii) Puestoque
4.~(ax) _ xp(a(f(ax) — 1(x)),

4(x)

y f esdecrecienteenun entornode O setiene de inmediatoque

liminfta(ax)/4.a(x)=a’
x-.O

si O < a < 1 y a > O, o bien si a > 1 y a < O. En el casogeneralse procede

aplicandoel teoremadel valor medio. Suponera> 1 y a E IR, usandola reglade

la cadenay queh’ esdecreciente

f(x)—f(ax)= max f’(y)(1—a)x=
yE[x,ax]

< max h~(logyc)a(1...a) =hf(logxc)C(í—a

)

yc[x,ox] a a

De (3.41) setieneque lim~.....oh’(log yC) = 0, y si a > O sesigueque

lim(f(x)—f(ax))O,
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y por tanto setieneiii) paraa> 1 y aarbitrario. El casoO <a < 1 setratade igual
manera,de modo que iii) es cierto paratodo a > O. En particularparaa = 2, lo

queimplica quela medidade HausdorffH~~a (usandorecubrimientoscon bolas)sea
equivalentea la medidade Hausdorffdefinida con recubrimientosarbitrarios (ver

(1.7)). 0

El siguientelemaseránecesarioen éstey el siguientecapitulo.

seaB~ el conjunto de Besicovitchdel espaciode códigos,Le.

= {i E MU : 63(i) = p,}.

Lema 3.3.6 Seac = c(p) comoen (3.37), y seala función

= (2log~logloglog~)1I2.

Seap E P~,y

(3.48)

(3.49)

Entonces,para todo i E B~,

1
(3.50)hm fc(rI(k)

)

k—.+oo (2k log log k)’/
2 = 1.

2
demostración:

Sea1? la. variablealeatoriaen M definida por

(3.51)

~1
s

2
—iConsiderarel procesodeBernouilli {R

5»6rj, dondeseempleala notaciónde (3.26).

Sea. i E B~ como en la hipótesisdel lema. Entonces,de la definición (3.48)

lirn~Sr(i) = hm ~6(i,k)logr¿ = ~p¿logr, =c§
k—.oo ¿EM ¿EM

(3.52)

dondec = c(p). Sea O < e < —c~. Observarque S~(i) = logricA), en la nota~ón

de (3.27). Por tanto, por (3.52),existekí E IN tal que

c —6< kS’ log rl(A)

¡A
¡A
~1
s

4
¡A
2
—i

ma

2
—i

2
—iu’
2
1

ma
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paratodo k > k1. Equivalentemente

k(1 + ce) <log ruA) <k(1 — ce) (3.53)

severifica para.todo k> k1. Tomarahora1v2 suficientementegrandeparaque

log log 1v

loglog(1 — ce)k 1 — ce (3.55)
log log 1v

se verifiquen paratodo 1v > k2. Si ahorase toma A? = max{kx, k2} setiene, para

todo 1v> A? que

((1 +ce)loglog(1+ce)k\1/2 f0(r¡(A)) ((1— ce)log log(1 — ce

)

log log 1v >/ < (2kloglogk)1/2 < k loglogk

usando(3.53),y por tanto

1+ce < fC(ricA) <1—ce
(2kloglogk)

1/2

usando(3.54)-(3.55).Deaquísesigueel resultado.O

Parademostrarel resultadocentral de la secciónnecesitaremosalgo más de

probabilidadque la. ley fuertede grandesnúmeros. En concreto,seránecesariala

leydel logaritmo iterado. La siguienteversiónserásuficiente

Teorema(Ley del Logaritmo Iterado)

Sea{X¿}¿~jj unasucesiondevariablesaleatoriasindependienteseidénticamente

distribuidasenun espaciodeprobabilidad(~1,A, ji). Suponerque4X
1] =

O y que£[X?] = a
2 > 0, paratodoi E M. SeaS~< = 2¾X¿. Entonces,

con ji—probabilidad uno,setiene

sf1
hmsup = a

n—*oo (2nloglogn)í/2 (3.56)

liminf Sfl —(2nloglogn)í/2 — —a
(3.57)
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1

2
Una demostraciónpuedeverseen [Bil 78]. La ley del logaritmo iterado,un teo-

remalimite fuerte,esun resultadoclásicoen probabilidad.Suorigenestáas¿ciado
al intento de refinar las afirmacionessobrenúmerosnormales.Observarque la ley a
del logaritmo iteradoen particularimplica la ley fuertede los grandesnúmeros.El

primer resultadoque sepuededenominarcomo ley de logaritmo iteradosedebea 4
Khintchine, que en el año 1924 demostróla versión del teoremaparavariablesde
Bernouilli. Laversiónmásgeneral(paravariablesi.i.d. no acotadas)esde Hartman ¡A
y Wintner (1941).

Ahora estamosen disposiciónde demostrarel teoremacentraldeestasección. 2
Teorema3.3.7 Sea4$ E S(N,M) verificandocondición de abierto, y seap e u’

Sea Qg = : a =0} la familia de funciones definida en (3.36). Sea

¡ i/2 4
d(p) = (73p¿(logp¿— s(p)logr¿)2) . (3.58)

Entonces,para la medidaautosemejantejir, asociadaal par (IIi, p) se tiene ¡A
i) jir, essingular respectoa Hto si y sólo si a < d(p). 4
u) jir, escontinua respectoa Ht« si y sólo si a> d(p). 4
iii) Pp tiene representaciónintegral respectoa para algún t > O si y sólo si

t = .5 Y P = Ps.

4
Aplicaremosel teorema3.3.1 con la medidaautosemejantejir, como la medida 4

del teorema,la función 4.~ como la función de dimensión,y la densidadsuperior
?O jugandoel papelde la función d. Denotamosla. medida.pr, medianteji. La
C~—medibilidadde sedemostróen la proposición3.3.2, y del lema3.3.5 setiene u’
queCH ci Y. Porúltimo, el teoremade densidad3.2.3 proporcionalas hipótesisdel 2teorema3.3.1. Por lo tanto,bastaestudiarel comportamiento¡¿—a.e. de la densidadParaello usaremosla. ley del logaritmo iterado. 1

u’

2
—j

2
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SeaX la variablealeatoriaen M definidapor

X(i) = logp¿— .s(p)logr¿ (3.59)

(X = en la notaciónde (3.29)). Observarque E[X] = O y que £[X2] —
d(p)2. Considerarel procesode Bernouilii {Xs}scU, dondeX

5 se define a partir

de X según(3.26). Sea4.~ E CH, y notarque 4.~ sepuedeescribircomo 4.~(4) =

¿8(p) exp(af0(¿)),dondela función f~ estádefinidaen (3.49),y c = c(p). Paracada

a =O la 4.0—densidadsuperioren un punto a’ ¿ E \ e puedeescribirsecomo

/qX (1

)

= limsup s(p) exp(af~(r¡(k9) =exp{limsupf~(rI(A)) kfdrí(A)) —a)}~
k—*oo rl(A)

(3.60)
donde i = r

1(a’). Del lema3.3.6 y la ley del logaritmo iterado(3.56) setiene que

limsup Sf1(i) hin sup Sf1(i) =
A—co f

0(rI(A)) — A—.oo (2kloglogk)’P

parau—casi todo i E M~. Porlo tanto, como¡¿(E\ Oj = 1 por el e—lema,setiene

de (3.60) que ji—a.e.

~Ú(\J+OO siO<a<d(p)
Pta’110 sia>d(p)

puestoque limA.....,c, .f~(ri(A)) = +oo. Ahora, las tésis (a) y (b) del teorema3.3.1
demuestranlas partesi) y u) del teorema. Observarque, puestoque la familia

{ H’
1’~ a > O} esno-crecienteen a, la afirmaciónen i) paraa <O esobvia.

A continuacióndemostramosla parteiii). Considerar,para t > 0, la variable

aleatoriaX(t) definidaen M comoen (3.29), i.e. X(t)(i) = logp¿— tlogr¿, i E M.
Del teorema3.3.1 bastaencontrarlos valoresde t tales que

O <d~(a’) <+00 (3.61)

¡¿—a.e.Considerarel conjuntodeji—medidaplenaE\e*, yobservarquela t—densidad

superior~ seescribeen a’ E E \ e* como

~(a’) = exp(limsupS~(t>(r” (a’))),
A—co
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y por lo tanto (3.61)severifica si y sólo sí

— oc <lim sup5flt)(i) <+oo (3.62) 4
A—.co

v—a.e. Puestoquela ley fuertede los grandesnúmerosimplica que 4
hm k~S~«t)(i) = E[X<t)]

A—.oo

u—a.e.,la propiedad(3.62) secumplesi y sólo si ¡A
= ~p¿(logp¿ —tlogr¿) = 0.

Estoesequivalenteaquet = s(p), puestoquesi E[X<’>] > O entonceslimA Sk~«t>(i) =

+oc u—a.e. De la ley del logaritmo iteradosetiene 1
u’

~ (i) = d(p),

v—a.e., y por tanto (3.62) se verifica si y sólo si d(p) = 0. Peroestosólo sucede
paralogp, — s(p)logr¿= O paracada i c M, i.e. p¿ = rM, i E M, lo que sólo es ma
posiblesi s(p) = s (de modo que p E Pr). Esto pruebala parteiii) del teorema,y

la demostracióndeésteconcluye. EJ ma
Recogemosel comportamientode la medidaautosemejanterespectoala medida

H~&) en el siguientecorolario, queestádehechoya demostradoenel teorema3.3.7. ¡ANóteseque 4. —

ha
Corolario3.3.8 Para todo p E ~+, la medidaautosemejante¡ir, asociadaal par

(‘II, p) es singular respecto a la medida de Hausdorff en su dimensión, HS<P>. 4
Nota 3.3.9 El corolario anteriorafirmaquetodalamedidaautosemejantejir, .puede 4
concentrarseenun conjuntodemedidadeHausdorffH’(P> nula. La ley del logaritmo

iteradopermitede hechocaracterizarun conjunto con estapropiedad.Esto puede ma
verseen el capítulo 5.

Por otra parte,el teorema3.3.7 proporcionaun criterio sencillo para decidir

cúal de dos medidasautosemejantesdadascon igual dimensión se concentraen 1
u’

ha
1

a
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un conjuntode medidade Hausdorffmenor. Decimosque la medidajir, estámás

concentradaque p~ si existeuna medidade HausdorffH~ tal que H4’(P) = O para

un conjuntoP tal que jip(P) = 1, mientrasque IIt(Q) > O paratodo Q tal que
pq(Q) > O. Alternativamentejir, es singular respectoa. Ht mientrasque jiq es

continuarespectoa Ht. Dadosp, q E 7~+ con p # q es claro que si s(p) < s(q)
entoncesjir, estámás concentradaque ¡¾ Sin embargo,estecriterio no esválido

cuandos(p) = s(q) parap ~ q. Observarque estecasoes plausible. El siguiente

corolario proporcionaun criterio válido en tal caso. En concreto,el parámetro

discriminanteque sedebeescrutares la desviacióntípicade lasvariablesaleatorias

y ~s(q)

Corolario 3.3.10 Seanp, q e ~ tales quep ~ q y s(p) = s(q). Entonces,si
d(p)> d(q) la medida¡ir, estáconcentradaen un conjunto con medidade Hausdorff

menorque el conjunto en que se concentrala medidaPq.

demostración:

Es una aplicacióndirectadel teorema3.3.7. Tomar a > O tal qued(q) < a <

d(p),entonces ¡ir, es singularrespectoa lamedidaH<ko (y por tanto seconcentraen

un conjuntodemedidaH#~nula),mientrasque ¡iq escontinuarespectoala medida
Ht (y entoncesla. medidade cualquierconjuntode ji~—medidaplenatiene también

Ht~medidapositiva). El
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Capítulo 4

Geometría de Medidas
Autosemejantes II: Dimensión de
la Medida en el Caso Numerable
y Continuidad respecto a la
Medida Packing en el Caso
Finito.

En estecapítulo seabordanfundamentalmentedoscuestionesque no han quedado
resueltasconla técnicasde los capítulosanteriores.La primeraconsisteenencontrar

la dimensiónde Hausdorffy la dimensiónpackingde la medidaautosemejantePr,,
p E Pt en el casonumerable,i.e. M = IN. En este capítulo se demuestra.que

la dimensiónpacking y Hausdorff de la medidaautosemejantevienedadapor el

númeroreal s(p), lo que suponeregularidad dimensionalde la. medida. Pr,. La.
segunda,en el casofinito, consisteen intentar formular un teorema‘dual’ al de la

H<~)—singuí~ñdadde la. medida¡ir,. Como H~’ =P4’ para toda 4. E Y, la. medida.
autosemejantepuedeser singularo continuarespectoa la medidapacking~

Estesegundoresultaserel caso,lo que supone,una vezmás,otra vuelta de tuerca

en la dualidadentremedidaspackingy medidasdeHausdorff.

91
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4.1 Preliminares. u’
Lasdificultadesparaabordarel cálculodela dimensiónenelcasonumerableresiden

en el hecho de que ahora no hay un ratio de contracciónmínimo en el sistema u’
‘1!. Las demostracionesque se han conseguidopara dimensión Ilausdorff en los
dos capítulos anterioresdependende maneraesencialdel hechode que existeun u’
factor de contracciónmínimo u = min{r¿ 1 E M} > 0. Esto no sucedeen el
caso infinito y, de hecho, es el responsablede que en generalel compactoS4’—

invarianteE no tengaIP—medidapositiva en estecaso [Mor i] (para condiciones u’
quegaranticenmedidapositivadeE ver [Mor u]). Porotraparte,comoseemplean

técnicaslocales,unacotainferior paraladimensiónrequiereunmododecubrir bolas u’
concilindros geométricos.AunqueDeliu y otros (1992)consiguenreducirel cálculo
de la densidadlogarítmicaa una cuestiónde ley de grandesnúmerosen el espacio

de códigos,lo cierto esque su técnicano consiguerelacionaruna ‘densidadsobre u’
bolas’ conuna ‘densidadsobrecilindros geométricos’.Estaesunadificultad con la
que sehanencontradodiversosautores[CM 92] en el caso desistemasde S(N,M) fl
no—disjuntos,y tal técnicapareceno existir en la literatura. En estecapítulo,para

resolverlascuestionesmencionadasseintroduceuna técnica,que hemosllamadode -

bola viajera (‘travelling balí’), queescapazdecubrir bolascon cilindros al menosen

¡¿—casitodo punto. Se puedendar ejemplosdondese muestraqueno es razonable

esperarque estopuedeconseguirseen todo punto. 4
Duranteestasección,M = {1,2, . . . ,m} ó M = IN indistintamente,~Jí= u’

z E M} esun sistemacompactode semejanzasdeS(N,M) verificandola OSC con
abierto V (ver capítulo 1). Recordarque F = 1,/~ El ratio de contractionde ~¿

estádado por r1, E M. La teoríade los autosemejantesgeneradospor infinitas

semejanzaspuedeverseen [Mor i].

SeapE 7.3+ un vectordeprobabilidadpositivo enM. Suprimiremospor comodidad
el subíndicep de las medidasVp y jir,, cuandoel vector p estéfijado en los razon-

amientos.Del capítulo2 (ver teorema2.3.1)sesabequeel espaciodeprobabilidad

(E,C~,ji) esisomorfoal espacio(MN,C, u) (mediantela proyecciónIr). cilindros en

MN Más aún,si se define unaaplicaciónT : E i—* E tal que u’
TIE\e.zrorot’, (4.1)

u’
~1

u’
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donde ir es el shift de Bernoulli en M’t entoncesT preservala medida ji y es

isomorfaa ir (en el sentidodel capítulo 2). Fijamosuna transformaciónT con la
propiedad(4.1), que denominamosshift en E. De la invarianciade la ergodicidad,

bajo isomorfismode espaciosde medida,se desprendeque el sistema (E,T, ji) es

ergódico.Como consecuenciadel e—lenuna,T esdiferenciablep—a.e.

En este contexto C.D. Cutíer [Cut 90] demostróque las densidadeslogarítmicas

esféricasson constantesji—a.e. , esdecir,existeng y ~ no—negativostalesque

a~(a’) := li~J¿if íogr = « ji —a.e., (4.2)

~(a’) ~ = a ji— a.e. (4.3)
r—*0 logr

Diremosque ji esHausdorff—exactaenel primercaso,y packing—exactaenel segundo

(Cutíerllamaa ji de dimensiónHausdorff exactaen el primer caso,y de dimensión
packingexactaen el segundo).Diremosque ji es (dimensionalmente) regular sí

a~(a’) = ~»(a’) ji —a.e. (4.4)

Cuando ji es dim—exacta.y Dim—exactasellama exacta. En general, ji puedeser

exactaperono serregular(en [LM 85] sedaun ejemplodeestasituación).Por otra

parte,Cutíer construyóun ejemplo [Cut 90] que demuestraque la ergodicidadno

bastaparaasegurarque ji esexactasi es regular.

Como consecuencia.del teoremade Young (ver la. sección3.1) setiene que si ji es
regulary exacta(con a~(a’) = a p.-a.e.) entoncesdimji = a. Esto se desprende

tambiénde resultadosmás finos de Cutíer [Cut 90] en un contextomás general

de espacios métricos. En concreto, Cutíer probó que si ji es Hausdorff—exactay
verifica (4.2)entoncesdim¡¿ = a, y ademásprobóla contrapartidaparala dimension

packing, i.e. (4.3) implica Dimji = ~. El resultadode Deliu y otros [DGSH 92]

implica por tanto que la medida.autosemejanteesregulary exactaen el caso finito
y, por tanto, dimp=Dimj¿. Una revisióndel trabajode Cutíer puedeconsultarse
en [Cut 91] o en [Haa]. Los comentariosde la sección3.1 del capítuloanterior, que

revisanbrevementelas técnicaslocalesparael cálculode la dimensionesy medidas

Hausdorffy packing,tambiénsonaplicablesaquí.
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Nuestroobjetivo esencontrarla dimensiónde la medidaji enel casonumerable. ma
Como consecuenciadel resultadode Cutíer tenemosque si ji E M+, entoncesji
es exacta. El trabajode Cutíer reduceel nuestropor tanto a 1) probarque ji es

regular,y 2) encontrarel valor comúna = a = a

.

ma
4.2 Dimensión de las medidas autosemejantes. 4

Caso general.

u’
El siguientelemaprevio se aplicaráen diversasocasionesduranteestecapítulo.

¡A
Lema 4.2.1 Sea f(r) una función real definida en cierto intervalo (0,ro), y sea
{ afl}fl~fl unasucesióntal que J

i) Si para cada 0< r <r0 existeun 1v verificando 4
(4.5) ma

y 1v —+ +00 cuandor —> O, entonceslimsup~....0f(r)=limsup~<,~,ah.

u) Alternativamente,si para cadar > O existeun 1v verificando 4
(4.6) ha

entoncesliminfr...o f(r) =liminfA-.co a~. ma
demostración: u’
i) Sea¿ >0. Sea! = limsupr.of(r), y tomar r0 >0 tal que

7—4<f(ro). (4.7)

Seleccionarentoncesel enterok~ = k(ro)que,envirtud de (4.5),verifica f(ro) <aA0. ml
Setieneentoncesde (4.7) que7—4 < a~, y por tanto f =limsupA~ aA.

ha
ma
ha
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u) Seag(r) = —f(r), y bA = —aA paratodo 1v E IN. De (4.6) setiene que para

todo r> O suficientementepequeñoexisteun 1v = k(r) E IN tal queg(r) =b,. De

la partei) se siguequehmsupr...~og(r) =lim supk...~,bk, y entonces

—liminff(r) = limsupg(r) =limsupb~ = —liminf ah,
r—.Q A—*co A—co

dedondesesigueu). O

Seael par (4$,p) en las condicionescitadas. En el caso M = IN es necesario
que el cocienteen (4.9) estédefinido. Asumiremosen esta secciónpor tanto la

convergenciade las senes

~p¿logp¿<+co, ~p¿logr¿<+00 (4.8)
¿EM ¿EM

La primeraserie(y por tantola segunda)puedediverger(ver e.g. [Ren 70] paraun

ejemplo). Se define entonces

Teorema4.2.2 Seap E P~, seaji la medidaautosemejanteasociadaa p. Asumir

la hipótesis (4.8). Para ji—casi todo a’ E E se tiene

demostracion:

Consideraren M las variablesaleatorias

Y(i) = log pi, 11(i) = log r¿, i e M. (4.11)

Consideraren MU los procesosestocásticosdeBernouilli {tISEU, {Rs}JEN. Como
en el capítulo anterior se denotaZ, = Z o pr1 o ir’, paraZ = Y,1?, y pr1 es la

proyecciónsobrela primeracoordenadaMU ~—* M. Sea u la medidaproductoen

MU asociadaa p. Dela ley fuertede los grandesnúmerossesiguequeparau—casi
todo código i E MU

(4.12)hm k’S~(i) = E[Z]
A—co
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donde paracada 1v, Sff(i) = Z~—~ Z~(i), y 1() denotala esperanzade la v.a. Z u’
respectode p. Observarquelas variablesY y R tienenesperanzafinita (ver (4.8)), ma
y que s(p) = 1[Y]/1[R].

Sea i E M’~” un código donde se cumple (4.12). Sea 4 > O, y tomar un entero ko tal u’
que

max{I k—’Sr(i) — 1(Y) VI kíSQ(i) — 1(R) , (1v — l)í} < 4, (4.13) u’
para todo 1v > k~. SeaO < r < r¡(k0>/2, y tomar kí = min{k : F~(h) c B(ir(i),r)}. J
PuestoqueTi(ki) < 2r se tieneque k~ > k~, usando(4.13) y quer~(k1..l> > r setiene

logjí(B(ir(i),r)) < logg(F~1>) — Zj’Lilogp1, — u’
log r log rl(k1i) —_ Z~L;í log r15

1 kEíS,~Ái) <(1~¿j(Y)+¿ .1
— (1 + k~ — (k1 — 1)~iS~í(i) — 1(R) — ¿

Como ~ > O es arbitrario, del lema4.2.1 y de la definición (4.9) se sigueque ha
ma

paraun conjunto de i E MN u—medidauno, y por tanto se tiene (4.10) para un

conjuntode a’ e E de ¡¿—medidauno. ~ ha
A continuaciónobtenemosuna cotainferior parala densidadlogarítmica para ma

¡¡—casi todo punto a’ E E. Recuérdeseque, para i = (i1,i2,. ..,ik) e Mk A’ —

O L,012 O ... O p~(A). Necesitaremosalgunoslemasprevios. En concreto,el lema

que siguees mas de lo queseránecesario. .1

Lema 4.2.3 SeaM finito o numerable.Sea4$ E S(N,M) verificandocondición de ml
abierto. Para k E IN, seaAA la clase de conjuntos{0, swk~l(Eí), S4$k—i(E2),. .

(54.0 es la identidad), y seaaQ4k) la a—álgebraengendradapor AA. Entonces,para ma
todo p E IN

A2 n A3 n .. . n 4) = ¡¿(A5), (4.14) ma
dondeji E M~ es una medidaautosemejanteyA5 E a(A5) para cada5 = 1,2,. . . , p. u’

ha
ma
ma
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demostracion:

Considerarla claseA,, formadapor la clasede conjuntosen A~ mástodos los

conjuntosque seobtienencomo intersecciónfinita de los conjuntosen la claseAA.

La clase.4 esun ir-sistemaen la terminologíadeBillingsley (ver [Bil 78]), es decir

P rl QE Ah paratodo par P,QE Á,,.

Observarque,paratodo i = (102...) E MU setiene

E11 rl SW(E12)rl SI1P(E~)rl ... = E111213...,

y por lo tanto
p

¡4E1, n StP(E12)rl 5412(E13) rl S41~—’(E1~))= p~1p~2 p~ = fi ¡«E1). (4.15)
5=1

de modo que setiene (4.14)parala clasedeconjuntosde A,,. De estosesigueque

y

¡«Pj, rl P12 rl ... rl g~) = fi ji(P1) (4.16)
j=1

paratodap—uplade conjuntostalesqueP1~ e
4s paraj = 1,... ,p. A continuación

sejustifica estaafirmación. Observarque dosconjuntosde la claseAA bien tienen
intersecciónvacía,bien intersecanen un subconjuntodel conjuntode solapanilento

primario c¿r. Paraprobar esta última. afirmación suponerque la intersecciónno

es vacía, y considerari,j E MA tales que i(q) = j(q) pero1q+i # ~q+í paraun

1=q =1v,y seanl,n EM con l~ n. Entonces,

<PI(EI) rl LP~(E~) C ‘PI(q)(LPiq+a (E) n (pjq~
1(E)) C SOj(q)(O) c 0, (4.17)

donde e es el conjunto de solaparnientoprimario definido en (1.17), y 0* está

definido en (2.2). Del 0—lema (ver sección2.2) se tiene quee es un conjunto de

ji—medidanulaparatodamedidaautosemejanteen M+, y por tanto la interseccion

dedosconjuntosde laclaseitA tieneji—medidanula. Portanto, si en la intersección
P•rlRfl ~ RE AA A~ para algún j, identidad(4.16)~ ,,, setiene que ,, , la
tambiénse verffica (los dos miembros son nulos). De ello se sigue que (4.16) se

verifica para todap—upla de conjuntosP¿1 E A5, 1 =J <p. Equivalentemente,se

dice queparatodo p E IN las clases.4,, A2,... , .4,, son independientes(respectoa
ji). Un resultadode Billingsley (teorema4.2 en [Bil 78]) implica quelas a—álgebras
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engendradascorrespondientesa(..41),a(A2),..., a(4) tambiénson independientes, u’
quees lo que afirma el lema. ~ u’

Del trabajode A. Schief[Sch94] sesabequebastala condiciónde abiertopara

asegurarla condición más fuerte de que V rl E # 0 (i.e. la condiciónfuerte de u’
abierto). Porlo tanto, bajo condiciónde abiertoexisteny E E rl V, y e > O tales
queB(y,c)CV.Sea.p>Otalque u’

d(B(y,e),OV)> p. (4.18)

Elegir ahora u’
ko > min{1v SOUA)(V) ci B(y,e) paraun i E MU con ir(i) = y}, (4.19)

de modoque J
LPI(A0)(F) ci B(y,e). (4.20)

Observarque el conjunto El(A0) ci Ft<,,<,> de (4.20) es un cilindro geométricode u’
primerageneraciónparael sistema‘J,’o, donde

E M”}, (4.21) u’
para1v E IN. A continuaciónsejustifica queel conjuntoautosemejanteE seobtiene
tambiéncomoel únicoconjuntoinvarianteasociadoa la transformacióndeconjunto

paracualquier1v E IN. u’
Bajo la hipótesisde que 41 E S(M,N) es compacto(estosiempresucedeen el

casofinito), la transformacióndeconjuntoS4$ = UIEM ~¿ transformacompactosen u’
compactos(ver e.g. [Mor i]). Ademásesunacontracciónde razónU = max{r¿ i E

M} en la métricade Hausdorff. E el único compactoS4$—mnvaríante,i.e. S4’(E) =

E. Sea1v E IN, y considerarel sistema54$A definidoen (4.21). Si S4$OA denotala
composición

S4v0h=S4$oS~Po...oSW, u’
setiene

S~PoA 9~llOY12O...9~ik U ‘e’, (4.22) u’
jEMk

y por tanto la transformaciónde conjunto

S4’%= U ‘e’

IEMk u’

u’
u’
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también transformacompactosen compactos. Ademáses una contracciónen la

métricadeHausdorffde razónU”. Porlo tanto, el teoremadel puntofijo garantiza
queexisteun único compactoS4$A~~invariante.De(4.22)sesiguequedichocompacto

esel 541—invarianteE.

A continuaciónsejustifica quelamedidaautosemejante¡q> asociadaal par (4$, p)
puedeobtenersea partir del sistema541A (1v arbitrario en IN) con una elección
adecuadade un vectorde probabilidadesen MA. Seael espacio

M13(E) = ,> medidadeBorel enE, «E) = fi,
dotadode la métricadefinidapor

dist(ní,n2)= sup{< ?li,f> — <712,1 >: f E Lip(E)},

donde < ~, f >= Sgfd0, y Lip(E) es la clase de funcionesf : E ‘—* IR tales
que ¡ f(x) — 5(y) 1=d(a’,y) paratodo a’,y E E. Se demuestraen [Bar 88] que

(MT3(E),di.st)es un espaciométrico completo.

Seap = (pl,p2,...) E 7.3+. Considerarel operadorde HutchinsonM13(E) i—*

MB(E) definido como

M(qr,p)77(A)= p~ 77 0 <97
1(A), (4.23)

¿EM

paratodo A. La existenciade una únicamedidaM(.p,r,)—invarianteen el caso de
M finito estáprobadaen [Rut 81]. A continuacióngeneralizamossus ideasal caso

numerable.

En primer lugar, la aplicación M(~,r,) estábien definida: puestoque para cada

t E M ‘e¿ escontinuala aplicacióninversa.‘e7~ transformaborelianosen borelianos
—1y entoncesla medida~ o cp~ estábien definida;además

M(qí,r,)77(E) = >3 p¿n(soT’(E))= >3 p¿i
7(E) = >3 Pi = 1,

¿EM

y por tanto M(,,r,)’¡ E MB(E). En segundolugar demostramosque M(,,r,) esuna

contracción.Observarque paratodo i E M

—1
<7)O9~¿ ,f>=<q,foso,> (4.24)
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(ver e.g. [Bar 88]). Sean771,772 e MB(E) y f E Lip(E). Puestoque U = max{r¿: u’
e M}, y f E Lip(E)

fo so¿(a’) — fo ‘e4v) 1=U’d(sc¿(a’),so¿(y))=U1r < 1 u’
setiene que U—’f o ‘e¿ E Lip(E), y usando(4.24) seobtiene u’

¿EM ¿EM u’
= U >3pd< ní,U’fo’e¿> — <

772,U
1fo’e¿>0=>3p¿Udist&1í01

2). ha
¿cM ¿EM

De aquíse sigueque

dist(M(~p,r,)211,M(qí,r,)772) =UdistQií,’,’), u’
y por tanto M(’p,p) es unacontracción.El teoremadel punto fijo asegurala exis- matenciade una únicamedidafl tal que M(,,r,)? = ji.

En tercerlugar, se compruebaque la medidainvariante ji obtenidaen el párrafo u’
anterior coincidecon la medidaautosemejanteinducida por el vector p. Definir,
para cada i e M, la aplicaciónen el espacio de códigos a¿ : MU ~ M~ mediante u’
a¿(i)= ji. Es claroque

ir o a¿ = ‘ej o ir, (4.25) u’
donde ir es la proyecciónMW ~—* E definidaen (1.14). Seau la medida producto

nr p. Observar que para A en la a—álgebra C de los cilindros, setiene

u(A) = u( U u¿(a7’(A))) = E u(u¿(a[’(A))) = >3 p¿u(a[’(A)), (4.26)
¿EM ¿EM ¿EM

puestoquela uniónesdisjuntay u esla medidaproducto. Si seconsiderala medida ha
autosemejante inducida por u en E (recordarque ji = u o ir—

1), setiene u’
M(~p,r,)ji=>3p¿uoir’ o’e7’ =

¿EM u’
— >3 p¿ u o (s~¿oir)—’ = >3 p¿ u o (ir o a¿)—’ = ma

~>3p¿uoa7’ oC1 rrVOir ji,

¿EM u’

u’
u’
4
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como consecuencia de (4.25) y (4.26). Por lo tanto la medidaji es invariantepor

Puestoque ir es continua es medible—Borel, y por lo tanto los conjuntos de

Borel son Cr—medibles (recordar que ésta es la a—álgebra inducida en E porla de los
cilindros en MN). Así la medida ji es de Borel y por lo tanto ¡i = ji por unicidad.

Por último, demostramosque la medidaautosemejanteji se obtiene también del

sistema4$’ con un vectorde probabilidadadecuado.Sea1v c ~N,seap” la medida

producto p x px ~ xp, y considerar el sistema 41” definido en (4.21). Considerar
el operadordeHutehinsonMB(E) ‘—* MB(E) asociado al par (41”,p”), i.e.

M<qs,r,*> >3p¡uoq~¡’,
¡EM”

donde p¡ = p~1p¿2 p¿,~ para = (i1, ~ ,p,,). A continuaciónse pruebaque
M(gr¡c,r,k>ji = ji, de modoque ji esla únicamedidainvariantetambiéndel operador

M(,k,r,k). Observarque,para i~ E MB(E)

M(,2,r,2)fl = >3 p¿ÓT) o ‘e¿~ = >3 ¡>4>57704010405=
¿EM.SEM

— >p¿ o sos) o ‘e¿ = M(q,,r,) O M(qs,r,)27 =

de modo que recursivamentesetiene M(,k,r,k) = (M<q.,r,>)”. Por lo tanto, si ji es
invarianteparaM(,,r,), lo estambiénpara M(~pk,r,zc), 1v E IN. La situaciónes por

tanto la misma que setiene para el conjuntoE, es decir, una medidapuedeser
invarianteparadiferentestransformacionesde Hutchinson.

Si en particular seelige k~ como en (4.19), y se considerael sistema41Aa y la.

probabilidadproducto~ enM”~’ , setieneel siguienteresultadocomoconsecuencia

de (4.18)—(4.20)y la teoríaanterior.

Teorema4.2.4 SeaM finito o numerable,y seaE el autosemejanteasociadoal

sistema 41 E S(M,N) verificando la condición de abierto con un abierto V. Seaji
la medidaautosemejanteasociadaa p E P’. Entonces,dado p > O suficientemente
pequeño,existenk~ = ko(p), un sistemade mho semejanzas~ = y un vector

de probabilidadespositivo en ]Rmko que ‘generan’ el par autosemejante(E, ji), y tal



u’
102 4. GEOMETRíA DE MEDIDAS AUTOSEMEJANTES II

u’
que

d(B,OV) > p

para un cilindro B de primera generacióndel sistema41, i.e. B = ,3¡(E) con 1 E u’
MAO.

u’
La expresión‘generan’en el teoremadebeentendersecomoque el conjunto E y la

medidaji seobtienencomopuntosfijos del operadorde conjunto S~1 y el operador u’
de HutchinsonM(~iQ,r,kO)~ respectivamente.

Comoconsecuenciadel teorema4.2.4puedesuponersesinpérdidadegeneralidad u’
queexiste 1 6 M tal queel cilindro de primeraetapaB = ‘e1(E) verifica u’

d(B,OV)> p (4.27)

paraun p> O dadosuficientementepequeño.DuranteestecapítulollamaremosB

al cilindro con la propiedad(4.27),y pondremosA = E \ B.

SeaT el shift en E definido en (4.1). Definimos en E la sucesiónde variables

aleato~as{Xk}AEIN mediantexda’) = O si a’ E B, y u’
xda’) = max{p: T”(a’) E A rl T’(A) rl T—

2(A) rl ... rl T—~(A)}, (4.28)

paraa’ « B. El siguientelemaseráimportanteen lo quesigue. u’
Lema4.2.5 Sea ji ~ M~, y sea como arriba (4.28). Para todo a > O se u’
tiene

lim -~—xda’) = O ji — a.e. (4.29) u’
k-.+oo ka

u’
demostración:

Seaa > O, y seael conjuntoS = {a’ ~ k~XA(a’) = O}. Bastademostrar

que el conjunto complementano

50 = U {a’ : k4x~(a’) > —, 1v — infinitamentea menudo} (4.30) u’1
m>i m

u’
u’
u’
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es un conjuntode ¡¿—medidacero.

Seamc IN fijo. Parak,j E IN sea

= {x Tk(a’) E A rl Tí(A) rl... rl T”(A)} =

= T”(A rl Tí(A) rl... rl T’(A)).

Para cadak E IN, tomar p(k) = min{p E IN pm=k”}. De (4.28) y la definición

de Ak,s tenemos
1v’
m =¡¡(A~~),

puestoquesi X~(a’) = q =p(k) entonces

T”(x) E ArlTí(A)rlT-í(A)fl. . .rlT¶A) ci ArlT-’(A)rlT-2(A)rl.

y por tanto a’ E ~

La T—invarianciade ji y el lema4.2.3 implican que

= ji(A rl Tí(A) rl T-2(A) rl .. . rl TP(k)(A)) =

puestoque T’(A) = SW’(A), y A E a(Ao) es unaunión de cilindros de primera

generación.De la definición dep(k) obtenemosen (4.31)

1v’
xda’) > —1) =

m
(ji(A)í/m)ka

LLamandoO <r — ji(A)í~~m < 1, setieneentonces

(4.32)xk(a’) ka 00

k=i m k=i

Si se efectúaen (4.32) el cambiode variabley = a” logr 1’ y seestimala sumapor

la integral, se tiene

>3 gllogrlk’ =1log r —i/a ¡ eYyí/4~ídy=
A=1

J
00

o

(4.31)

e ~~y11’~1dy=1 log r ~ F(aí),
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dondeP(.) denotala integraleuleriana.Por tanto la serieen (4.32) convergepara ha
a > 0, y el primer lemade Borel—Cantelli concluyequeel conjunto

1

{a’ kaxA(a’) > —, k — infinitamentea menudo}

esun conjuntode ji—medida nula. Esto implica queel conjunto50 definidoen (4.30) 4
tiene ji—medidanula,y por tanto setieneel resultado.O

ha
Teorema4.2.6 (‘Travelling—Ball’ Lemma)
Seap E ~ y ji la medidaautosemejanteasociada,entoncesp—a.e. 4

con s(p) dado en (4.9).

demostracion:

Sea E = A U B la descomposiciónde E como arriba, i.e. con B = ‘e¡(E) J
verificando (4.27). SeaBtco) el conjunto de Besicovitchfino del espaciode códigos

asociadoa p (ver la definiciónen (2.28)). Seaa’ = ir(i) c BfW. Esto permitetener,
graciasal e—lema, un sólo código i anteimagende a’ por ir. Tomar q = min{j

= 1}, que estábien definido puestoque i E 5~>• Sear> O tal que r < pr¡(q), y
fi’

considerarel entero
= max{k.: r < prí(k)}. (4.34) ha

Considerar la bola (‘viajera’) B(T~~~a’),p), queverifica

Yl(kr) (B(TAT(a’),p)) = B(a’,pr¡(Ar)) D B(a’,r), (4.35) 4
dadala elecciónde 1v,. (4.34) y que ‘e’ (,,YT”Ia’)) = a’.

Suponerahorapor un momentoque setiene

B(TAV(a’),p) ci Y. (4.36) 4
A continuación se muestra cómo se debería proceder para obtener el resultado. De a(4.35) se tiene

B(a’, r) ci ‘e¡(Ar)I?V) ci FjQc,.»

ti

ha
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y por tanto p(B(a’,r)) =ji(F¡<,~>); como prí(hr+l) <r, setiene

logr — log(pri(kr+ijY (4.37)

Usandolas variables Y y R como en la pruebadel teorema4.2.2 la desigualdad

(4.37) se escribe

logr 1v,. + 1(1v,.+ 1)’(S~~1(i) + logp)~ (4.38)

Observar que
= 4Y]/E[R]. (4.39)

Haciendor tendera cero, aplicandocomo en (4.12) la ley fuerte de los grandes

númerosa las sucesiones{Y}5 y {R5}5, y usandoel lema4.2.1 setiene que

para.un conjunto de códigos quees intersecciónde conjuntosde MW de u—medida
uno,y por lo tanto se tiene (4.33) ji—a.e.

Como liminf~....<,od(T”Or(i)),8V) = O parai E Bft, hayvaloresde 1v,. talesque

B(T’<r(a’), p) « y, y por tantola hipótesis(4.36) no esplausible,y sedebeconseguir
un razonamientoválido en general.Esto sehacea continuacion.

Suponerquela bolaviajeraB(T”~(a’), p) no estácontenidaen V. En estecaso,

tomar

pr p(kr,a’) = min{j : T~~rá (a’) e B}. (4.40)

Observarque 51 p,. = O se estáen la hipótesisde (4.36), de modo que se cubre
tambiénel caso (4.36). Con estaelección,B(TAr~~r(a’),p) ci V comoconsecuencia

de la propiedaddel cilindroB (4.27). Teniendoen cuentaqueso¡<k,.~p4Tkr Pr(a’) = a’

(observarquei = r’(a’) estáunívocamentedeterminadoparaa’), y que rickr...pr)p>

r, setiene

B(a’,r) ci B(a’,r¡(Ar..~>,)p) ci <Pi(kc’pr) (B(TAr~’r(x),p)) ci FI(k,....pr»

y entonces,procediendocomoen el casode (4.36)

log ¡¿(B(x,r)) > log F¡(Ar...Pr

)

log r — log(pr¡(,,~+í))’ (4.41)



106 4. GEOMETRíA DE MEDIDAS ATJTOSEMEJANTESII

queseescribe,igual queallí, como

log¡¡(B(x,r)) =(1

log r
Pr + 1

_ lCr + <(lCr

(k,. — p)—iSY(i)

+ lti(SI%í(i) +logp)
(442) 2

Llamamos {b,.},. a la sucesiónde términos

p,. + 1 (lc. — prSíSí(i

)

Teniendoen cuentala desigualdad(4.42), bastademostrarque

Hm b,. = s(p) v—a.e.

Veamos que estoes suficiente. Suponer(4.44) cierto. De (4.44) se tiene quepara

cadar > O existebr tal que

logj¿(B(x,r)) > b_

log r

El mismo razonamientodel lema 4.2.1 pruebaentoncesque

log ¡¿(B(x, r)

)

lirgi¿~f íogr > Hm b,. =

lo queconcluyela demostraciónde teorema.

Por tanto bastaprobar (4.44). Paraello, dadosk,. Y Pr = p(k,.) como arriba para

cadaa’ C B~,00), y teniendoen cuenta(4.43), bastaprobar que

¡<a’ : limp,./k,. = 0} = 1, (4.45)

como consecuenciade la ley fuerte de grandesnúmeros.ConsiderarXkr—pr+i~ donde

XA es la variable aleatoriadefinida en (4.28). Por la elecciónde p,., se tiene que

TAT—PT(x) c B (el casoPr = Oesel queB(Tkr(x),p) civ), y entoncesXkrpr+i(a’) =
Pr — 1. Por tanto

Xkrpr+i (a’

)

kr — Pr + 1
Xkrpr+1(X

)

Pr — 1
lCr — lCr

con lo quebastaprobarque¡¡—a.e a’ E E

hm Xkr—pr+I(a’) — 0
kr*00 kr

1
411
ti

él
(4.43) 2

2
(4.44) a

él
él
él

2
ti
ti
ti
ti
2

(4.46)

ti
2
a
2
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Observarque,paraa’ ~ B~?O), k~ —p,. —400 cuando1vr —* 00 (i.e. r —* O). Probemos

estaafirmación. Suponerlo contrario,estoeslun,....
01v,. — p,. = p <+00. Entonces

paratodo r> O menorqueun r0 adecuadosetieneque 1v,. — Pr <p + 1. Por tanto,

paratodo r > O suficientementepequeñose tiene que TArP«x) E B y T
5(a’) « B

para todo j con p + 1- =5 =kr. Lafrecuencia6,(i, 1v) se puede escribir como

6¿(i, 1v) = k’card{j : T’(a’) E B, 1 =.1 =1v},

puestoque B = E,. Entonces,paratodo r
0 > r > O setiene

e51(IC’(a’),kr) = k;ícard{j : T’(a’) E B, 1=5=k,.} =kíp (4.47)

puestoqueT
5(a’) ~ B para p + 1 =5 =1v,.. Como r es arbitrario y 1v,. —~ +00

cuandor —* O, setieneen (4.47) queb¡(ri (a’)) = 0, lo que contradicequea’ e
Por tanto hm,.....

01v,. — p,. =

El lema4.2.5con a = 1 demuestra entonces que

1
lim ~ = O,

Ar—pr*00 1v,. — Pr

y por tanto setiene (4.46),con lo que la pruebaconcluye. O

Ahoraestáprobadoel resultadocentralde estasección.

Corolario 4.2.7 SeaM finito o numerable.Toda medidajir, E M+ autosemejante
es regular, y además

dimjir, = Dimj¿r, =

donde s(p) estádado en (4.9).

demostracion:

Los teoremas4.2.2y 4.2.6 implican queji esregulary Hausdorffy packingexacta.
Del trabajode Cutíer [Cut 90] sesigueentoncesel resultado.O
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4.3 Continuidad de las medidas autosemejantes él

respecto de la medida packing en el caso
finito.

él
En estasecciónsepersigueun resultadodual al obtenidoen el capítulo3 paralas
medidasde Hausdorff. Allí sedemuestraquela medidaji essingular respectoa la 1
medida de Hausdorff H”’~’~. ComoHdmlu <Pdifl~M, se tiene la posibilidad de que ji
seatambiénsingularo continuarespectoa lamedidapackingPdJ2~~)1 ensudimension.
Este segundo resultaserel caso. Procederemoscomoenel capítulo3, perocomoen él
la secciónanteriorseránecesariousaruna técnicade ‘travelling bali’.

1
SeaM = {1,2,. ..,m} en estasección. Dadauna medidaautosemejanteji E

y unafunciónde dimensión4; E Y, definimos la siguientet~—densidadinferior ha
cilíndrica (no—logarítmica)de ji enel punto a’ E E

d~(a’)=sup{li~ninf i6 ~(a’)}. (4.48) 4
Cuando i~(4) = 4’ escribiremos 4Á0. De nuevo, la densidad44’U) tiene la ventaja 4
de estardefinida directamenteenel espaciogeométrico.Comoveremosdespués,se

puedeconectarademáscon la geometríalocal sobrebolas. 4
Recordarquela 4’—densidadinferior esféricaclásicaestádefinidamediante

= liminf ji(B(x,r)) (4.49)
«2r) 1

Recordarque sedefinió la clasede funcionesde dimensión7+ como las 4; 6 Y 4
talesque4’(a’)4;(y) =«a’y), paraa’, y > O quehaganquela expresióntengasentido.

Del mismomodo se dice que 4; E F si «a’ ftb(y) =«xv). Se puededemostrar 4
[Mor iii] que F~ rl Y~ = {4’ : t =01. El siguientelema, aunqueseusarádespués

para nuestro caso particular, tiene interés en general por sí mismo. Recordar que

u = Imn¿EMr¿. 4
ma
4
1

él
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Lema 4.3.1 Seap c V~, y ji la medidaautosemejanteasociada a p. Para toda

4’ 6 setiene

para cada a’ ~ E.

demostracion:

Seaa’ E E y r > O. Tomarun ¡ E ~r
1(a’), y 1vo = minO r¡(

5> <4. Entonces
B(a’,r) D FI(&,,) y r;(A0..l) > r. Porlo tanto

ji(B(a’,r)) u ji(Fi<¡c~,>

)

4’(2r) ~

puestoque rl(A0) = rl(A0i)r1~ > nr y 4’ E :F+. Si r tiendea cero setiene como

consecuenciadel lema4.2.1

2 h—.oo «rl(A))

paracadai E ir’(a’). Puestoqueparatodo e > O

A—.oo t(r¡(A)) >~(a’) —e

paraalgún i E ir~ (a’) setiene que

Como e > O esarbitrario sesigueel resultado.O

Nota 4.3.2 Obsérveseque el teoremaanterior tambiénes cierto parala función
de dimensión4, verificandoliminf,...o(4’(ur))/4,(2r) = 4,. > 0. De estemodoob-

tendríamosen lugarde (4.50) la desigualdad24j(a’) =4.4(a’). El lema4.3.1bastará

paranuestrocaso.Si la función4, no estádefinidaen 4 = u¡2 bastaconprolongarla.

de manerano—decrecientey continuahastaéstevalor, o bien considerarel sistema

de semejanzas41v’ con 1v suficientementegrandede modo que 4,(uA) estédefinido
(puestoque la medidaji es tambiéninvarianteparaeloperadorde Hutchinsonaso-

ciado a 4$~, y por tanto la densidad4 se puedecomputartambién a. partir del
sistema.~pk). Observarquelo que es relevanteesel comportamientode 4,(4) para4
arbitrariamentecercanosa O.



Sea416 S(N,M)
funcionesrealesdada

s

ma
y p E 7.3+. Seagp = {4,a}a>o la. familia uniparamétricade
por

4,a(¿) 4~<~)exp{—a(2log 4c<r,) log log log 40(P))i/
2},

donde s(p) está dado en (4.9), y

c(p) = (>3p¿logr¿f’
¿EM

comoen el capítulo3. Nóteseque
capitulo 3 (ver (3.36)).

4,~(4) 4~<~~exp(—af~<r,>(4))en la notacióndel

Observarqueel siguientelemasedemostróen el capítulo 3 (ver lema 3.3.5)).

Lema4.3.3 Para todo a> O, 44 e 7+.

Teorema4.3.4 (‘Travelling—Ball’ Lemrna (no—logarítmico))

Sea p E ~ y ji la medida autosemejante asociada. Para a > 0, se tiene ji—a.e.

(4.53)

donde p> O es una constantequedependesólo del sistema~P(ver (4.27).

demostración:

SeaE = A U B la descomposiciónde E como en la secciónanterior, estoesB =

so¿(E) paraalgún le M, verificandod(B,OV) > p (ver (4.27)). La demostraciónse
basaen la técnicade ‘bola. viajera’ empleadaen la demostracióndel teorema4.2.6.

Sin embargo, como se explica a continuación, es necesario un punto de vista ‘dual’

de la idea en ese teorema.

Sea i = (i
1,i2,...) E B~, y a’ = ir(i). Observar que i — ir’(a’). Dado que ahora

se necesita obtener una desigualdad paralos limites inferiores,no puedeprocederse

(4.51)

~1

s

1

(4.52) 1
a

ma
~~1

s

a
ma
ma
~1

ma
1

ma
ma
ma
ma
4
1
sa
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como en la demostracióndel teorema4.2.6, puestoque el hechode que para cada

r> O setengaun 1v tal que

para algunaconstanteC > O, no bastaparaasegurarque los limites inferioresre-
spetanla desigualdaden (4.54). Sin embargo,la técnicade ‘bola viajera’ permite

obtenerel resultado.Paraello, seprocederáencontrando,paracada1v c IN suficien-
tementegrande,un radio r~ > O tal que severifica unadesigualdaddel tipo (4.54).

De ello sí sededuceque

liminfji(B(a’,rA))I4,cx(2r,c) < Ciminfs(F¡(,,))/4,a(r¡ue)),
—00

y si setoma el límite inferior en el términode la izquierdasobrelos r > O setiene

g4~ (a’) = limigf ji(B(a’, r))/4,
0(2r) =C liminf ji(FgA))/4,a(r¡(A)).

Seaq = min{j : ij = 1}, y considerarun 1v =q. Ahora tomarun r& > O de modo

que r~ <pr¡(A) pero r~ =pr¡<A+í). Si seconsiderala bola B(TA(a’),p), setiene

<PÍ(k)(B(T(a’),P)) = B(a’,pr¡(k)) D B(a’,r~) (4.55)

puestoque <n<,,>(T”(a’)) = a’ (i = ic’(a’) estáunívocamentedefinido).

Suponer por un momento que la bola ‘viajera’ está contenida en el abierto y,

1 .e.
B(T”(a’),p) ci Y

Por tanto setiene ‘e¡(A)(B(T”(X),P)) ci so¡~(V) = FI(A), y entoncesde (4.55)

B(a’,r,,) ci B(a’,pr¡(,j) ci F1<~>.

De ello sesigue

Además, puesto que prl(k+i) <r~ setiene

puri(A) =prlk+lrl(A) = pri(k±l)< rA,
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s

hay como 44 E ¿P~

4’0(2pu)4,a(r¡(A))=4,a(2r¿rc). (4.57)

De (4.56) y (4.57) se obtiene

.u(B(a’,r,,)) ~ (4,0(2pu))’ ¡¿(FI(A)) (4.58) 4
4,o(2rA)

1
Tomando límites inferiores y aplicando el lema 4.2.1 se tendría el resultado. Sin
embargo, la hipótesisde que la bolaviajeraestácompletamentecontenidaen V en

general no es plausible. 4
A continuaciónabordamosportanto el casogeneral,i.e. la bola‘viajera’ noestá 1

contenidaenel abiertoy,

B(T”(a’),p) ~ E

Entoncesseconsiderael entero u’
p = p(k,i) = min{j : T”

5(x) E BJ. (4.59) 4
Como 1v =q, y T~(x) E B por la elecciónde q, setiene quep < 1v — q, demodo que

p =O estábien definido. Ahora, si seconsiderala bolaB(T”P(x), p) setienecomo u’en (4.55)que

Cpl(A..,,)(B(TAP(a’),p)) = B(a’,pr¡<~.,,>) D B(x,r~), 4
ya que r~ <prl(A) <prl(A~,,).

ComoT”P(a’) E B, d(T”’P(a’), DV) > p, demaneraquelabolaviajeraB(T”P(a’), p)

estácontenidaen el abiertoV. Esto, comoantes,implica que

F¿(,,...~) D ‘pt (k,,)(B(T” ~(a’),p)) E) B(x,r~), (4.60) —u’
así que la bola B(a’, r~) no tiene porquéestarahoracontenidaen el cilindro FJ<,,)

sino en generalen uno mayor. Sin embargo,de (4.60) setiene u’
C(1v)p(FÍ(,,)) = p(F

1<~...,~) =p(B(a’,r~)), (4.61)

donde ha
C(k) = (¡>¿k.fla’¿h,,+2. . . plk)~i.

a
1

ha
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Ahora de (4.57) y (4.61) obtenemosla desigualdad

44(2r~)

que esdel tipo (4.54)pero con C dependiendode 1v.

En vistade (4.62)bastaprobarque ji—a.e.

liminf ji(F¡(A)) = liminfC(1v) ji(F¡<,,>) (4.63)

Escribiendola función de dimensióncomo 4,a(k) = 4~>exp(af0(4)), y tomando

logaritmoy exponencialenel miembroderechode (4.63)éstesepuedeescribircomo
exp(lirninif{f0(r¡(,,~1)) (¡~?~-‘(% + a — ___________

dondeX esla variablealeatoriadefinida en (3.59) (observarque X = Y + s(p)R
con lasvariablesaleatoriasY y R empleadasen la demostracióndel teorema4.2.2),
y f~ esla función definidaen (3.59). Teniendoencuentael lema3.3.6,bastaprobar

que, si 1v —* oc,
r~L~+1 log ~ —.~ 0 (4.64)
(21v log log k)í/2

j¿—a.e. Recordandoque Y(i) = logp¿,i E M (ver (4.11)), la expresiónen (4.64)se

puede reescribir como la suma

— pE[Y] (ploglogr1 1/2 pS[Y

]

(2plog logp)1/2 k 1v log log 1v) +(21vlog log 1v)í/2~ (4.65)

Ahora razonandocomoen la demostracióndel teorema4.2.6 el segundofactor del
primer sumandoen (4.65) tiene límite cero ji—a.e. cuando1v —~ oc (usandoel lema

4.2.5 con a = 1). Si se usael lema 4.2.5 con a = 1/2, el mismo razonamiento
pruebaqueel segundosumandoen (4.65)convergea O ji—a.e. Por lo tantoel primer

sumandoconvergea O si 1v —~ oc, puestoqueel otro factor estáacotado(1v —~ oc)

ji—a.e (si p —~ oc estágarantizadopor la ley del logaritmo iterado aplicadoa la.

sucesión{W}~)• Por tanto la expresiónen (4.64) convergea cero, y setiene por
lo tanto la igualdad(4.63) ji—a.e. Tomandolimites inferioresen (4.62) se tiene de

(4.63)que

(4.66)
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¡¿—a.e. (recordarqueel conjuntoBft tiene ji—medidauno). Puestoque la densidad

Ofo(a’) es menor o igual queel miembro izquierdode la desigualdad(4.66) se tiene

que (4.53) severifica paraun conjuntode ji—medida uno, y la pruebaconcluye. E

Nota 4.3.5 Se puededemostrarque el teorema4.3.4 es cierto para 4; e Y verifi-
cando liminf,.o4;(2br)/4;(r) = 4;~(b) >0 paratodo b> O suficientementepequeño.

Se demostróen el lema 3.3.5 que la familia gp verifica esta condición con b > O
arbitrario.

El teorema3.3.1 sobreclasificación de medidasen ]RN respectoa medidasde

Hausdorffquese uso enel capítulo 3 puedeformularseen los mismostérminos que

allí parala medidapacking.

Teorema4.3.6 (Extensióndel teoremade Rogers—Taylor(medidasPacking))

Seaji una medida en IRN con a—álgebraA, y sea4; E Y. Suponerque existenuna
función d = d(ji, 4,): IRN ~ [0,+ocl Á—medibá!e,y una constante O > O tales que

(i) Si d(x) <a para todo a’ e A, entoncesaCM(A) =ji(A) para A e .4,

(u) Si d(a’) > b para todo a’ e A, entoncesP’~(A) =0b’.

Entonces

(a) ji essingular respectoa W~ si y sólo si d(a’) = +~ ¡¿—a.e.

(b) ji escontinua respectoa P”’ si y sólo d(a’) < +oc ¡¿—a.e.

(c) ji tiene una representaciónintegral en términosde P’~ si y sólo si O < d(a’) <

+00.

La demostraciónen este caso es la misma que en el casode la medida Haus-

dorff, puesto que la medida packing y la medida Hausdorff compartenidénticas

ha
ha
ha~1

s

ha1
a

ha
4
ha
ha
ha
4
ha

ha
ha
—I

ha
ha
ha

4
él
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propiedades,en particular ambasson medidasexteriores. En el teoremaoriginal

de Rogers—Taylorlos conjuntos{a’ : d(a’) < K}, K E IR, necesitanserborelianos

porqueestosautoresconsideranmedidasde Borel. Sin embargo,el teoremasigue

siendo cierto si los conjuntos {x : d(a’) < K} son ji—medibles. Aún cuandolas
medidasautosemejantesque consideramossondeBorel, nótesequela u—álgebraC~

puedesermuchomásampliaque la de Borel.

S.J. Taylor y C. Tricot probaronen 1985 un teoremade densidadpara la medida
packingque proporcionalas hipótesis(i) y (u) del teorema4.3.6 si setoma como

función depunto d la densidadinferior &t

Teorema(Taylor—Tricot, 1985)

Sea ji una medidade Borel de probabilidad en IRN. Sea4, 6 7, y

AEIRN.

1) Si ~~(x) <a paratodo a’ E A, entoncesji(A) =aP’~”(A).

u) Si P4’(a’) > b paratodo a’ E A, entoncesP4’(A) <b—’.

Usandola medidade Hausdorffcentrada(comparablea la medidade Hausdorff),
Taylory Tricot [TT 85] demostraronun teoremacompletamenteparaleloal dearriba

paradensidadessuperioresy medidasdeHausdorffcentradas.El teoremade arriba.,

en combinacióncon los teoremas4.3.1 y 4.3.4jugaráel mismopapelqueel teorema
de densidad3.2.3 desempeñóen el capítulo3.

Ahora tenemostodos los elementosparademostrarel resultadocentralde esta

seccion.Sead(p) comoen el capítuloanterior,estoes

d(p) = (Z(lo~¡>. — s(p)logro2p¿). (4.67)

Teorema4.3.7 Seap e 72+~ Seagp la familia definidaen (4.51), y sead(p) > O el

número real definido en (4.67). Entonces, para la medida autosemejante jir, inducida

por p, se tiene

i) ¡ir, essingular respectoa pto si y sólo si a > d(p).
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u) jir, escontinua respectoa ~ si y sólo si O <a < d(p).

1
iii) jir, tiene representación integral respecto a para algún t > O si y sólo si

p = p8, y por tanto s = t.

4
demostración:

1
Considerarjir,, 44 6 Qp, y 4~” jugandoel papelde ji, 4,, y d respectivamente

en el enunciadodel teoremade Rogers—Taylor4.3.6. Es necesariodemostrarquela -ma
funciónde punto4~esC,r—medible. Recordarqueéstaesla a—álgebraenE inducida
por la de los cilindros en MW, (2. El razonamientoparajustificar la medibilidad made dichafunción es completamenteparaleloal empleadoen la demostraciónde la
proposición3.3.2 parademostrarla medibilidadde la densidadsuperiorr~ sólo se
debe cambiarel límite superiorde las funciones C,r—mediblesf~(i) del lerna 3.3.2 4
(queesCr—medible) por el límite inferior de éstas(que tambienesC~—medible).

—i
En primer lugarprobamoslas partesi) y u). Es claroqueel teorema4.3.1 junto S

con la parteu) en el teoremade Taylor—Tricot proporcionanla hipótesis(u) en el
teorema4.3.6 para4>~ y con unaconstante& dadapor 4

C = (4,0(2pu))’ (4.68) u’
(recordarque, como ¡ V = 1 entoncesp < 1). Es decirse tiene la desigualdad

<¡4~a(~)> b, u’
paratodo a’ E A, con A e C~—medible,y paraalgúnb> 0. Estadesigualdadimplica 1
porel teorema4.3.1 y la parteu) del teoremade Taylor—Tricotque

PtPO(A)=b’(4,(2u))’. 4
Y por tanto

Pto(A) =k’(4,(2pu))’, (4.69) 1

puestoque 44 escrecientey p < 1.

Del mismomodo, la. hipótesis (u) en el teorema4.3.6 estágarantizadapor el u’
teorema4.3.4 y la partei) en el teoremade Taylor—Tricot. Sin embargo,en este

ma
1

ha
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casosedebehacerun razonamientosuplementario,puestoqueel teorema4.3.4 sólo

es cierto para ji—casi todo a’. Seaun medibleA E (2,. comoen la hipótesis(i) del
teorema4.3.6, i.e. 4t(a’) <a paratodo a’ E A. Definir

= {a’ E A 9
4’a(a’) =(44(2pu)014~o(a’)}.

Del teorema4.3.4 setiene que¡¿(A) = ¡4A*). Se aplicaa A el teoremadeTaylor—

Tricot (parte i)) y se tiene que

ji(A) = ¡í(A*) =a(44(2pu)flíP4’a(A)=a(4,
0(2pu))iPt¿>ú(A). (4.70)

Por lo tanto (4.69) y (4.70) implican que las hipótesis (i) y (Ii) del teoremade

Rogersy Taylor secumplenparala función d’
1”’ con la constanteC dadapor (4.68).

Sea i E B(00> a’ — r(i), y a > O. La 4,cv—densidadinferior en a’ se puedeescribir

como

dta(a’) = exp (liminf (logp(Fi(~)) — 8(p)log rl(A) +

dondef~ estádefinidaen (3.49) y c = c(p) estádadaen (3.37). Introduciendoen

M la variablealeatoriaX = Y+ .s(p)Rcomo en (3.59), dondeY,R sonlas variables

definidasen (4.11)y lanotaciónes la queallí se usa,se tiene quela densidadt~(a’)

se puedeescribir como

to(a’) = exp .smn.w SZ<(i) (2klogklogk)í/2 +a)}) . (4.71)—~ ~1irnimlJckr~A)J\ log 1v log k)i/2

Puestoqued(p) definidoen (4.67) es la desviacióntípica de la variablecentradaX,
te.

d(p) =

de la ley del logaritmo iterado se sigueque

liminf{(21v log 1v log k)”2SZ(i)} = —d(p) (4.72)

v—a.e. 1 E ~ Teniendo en cuenta(4.72), y el lema 3.3.6 del capítulo 3

obtenemosen (4.71) que

jPa(~) = +00 si y sólo si a> d(p),

3 _________________________________ _________
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y que
Jko(a’) = O si y sólo si 0=a < d(p).

Ahora de las tésis (a) y (b) enel teoremade Rogersy Taylor con d = d4”’ sesiguen
las partesi) y u) del teorema4.3.7.

A continuación se demuestra la parte iii) del teorema. Para ello es necesario

probar que el teorema4.3.4 se verifica tambiénpara la clasede funciones{4,(4) =
t =0}. Seat =O y a’ E ~ Seprocedecomo en la demostracióndel teorema

4.3.4. La pruebadel teoremahasta(4.63) no dependede la forma especialde la u’
función de dimensión. El caso4,(4) = se trata entoncesde igual maneraquealli
hasta(4.63). La densidadinferior dt en a’ = w(i) tal quei E se puedeescribir

ahoracomo

A+i
1,..,.E (4.73)“~6I~ttMJjJ44~(a’) = exp(lirninf{(k + 1) (rís~~i)— 1v + 1 j=A+p—i

dondeX(t) — Y + ti?, y las variablesY, 1? estándefinidasen (4.11). Entoncesbasta

demostrarqueji—a.e.

A]-1lim >3 logp,,(i)=O. (4.74)A*oo 1v + 1

Pero (4.74) es inmediatode (4.55), y por tanto el teorema4.3.4 tambiénes cierto

para.la clasede funcionespotenciales,i.e. se tiene

Es claroqueel argumentoquecondujoarribaa (4.70) esindependientede la función

dedimensiónconsiderada;comoconsecuenciade ello y de (4.75) lahipótesis(i) enel

teoremaRogers—Taylor4.3.6 se tiene tambiénparala. clase4,(4) = C. La hipótesis

(Ii) de Rogers—Taylorse tiene directamentedel teorema4.3.1. Por lo tanto la

afirmaciónsobrela representaciónintegral en la parteiii) del teoremasetiene si y

sólo si

O <4(a’) <c+oc ji—a.e. (4.76)

Puestoqueparaa’ E E \e, el conjuntor1(x) estáformadoporun únicoelemento u’setiene

= A

•1

u’
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de modo que (4.76)severifica si y sólo si

— oc <lirninf (1v (.~S~<C’tiC1(a’)))) <+00 u—a.e., (4.77)

y

— oc <lirniní ((2kloglogk)íu’2 ) <+00. ~ — a.e. (4.78)

porqueel conjunto E \ e* tiene ji—medida plena. Puestoquede la ley fuerte de

grandesnúmeros

A

la acotación(4.77) limk~íSx<~> (1) —v—a.e., secumplesi y sólo si S[XQ>] — O. Estoequivaleat = s(p).
Por otraparte,la ley del logaritmoiteradoaplicadoa la sucesión{S~(±>}AeWimplica

que v—a.e.
liminf (2k log log kf i/2sX0> (1) =

y entonces(4.78) es cierto si y sólo si d(p) = 0. Esto es equivalentea p¿ =

i E M. Perotal elecciónde p E ~ sólo es posiblesi s(p) = s, esdecir

=

parai E M, lo quedemuestra.iii) y concluyepor tanto la demostracióndel teorema.

o

Destacamosenel siguientecorolario el casoa = O obtenidoenel teorema4.3.7,

quees ‘dual’ al demostradoen el capítulo 3 parala dimensiónI-lausdorff.

Corolario 4.3.8 Para todo p E ~+, la medidaautosemejante¡ir, es continua re-

specto a la medida packing en su dimensión ~s<r,)•

Nata 4.3.9 Observarqueel teorema4.3.7 demuestraen particular que Dimjir, =

s(p), precisandoel modo en que la densidadlogarítmica esféricaexiste y toma.

el valor s(p). Esto completa la demostracióndel teorema3.3.3 en el capítulo3.
Si la definición para conjunto ‘fractal’ propuestapor S.J. Taylor [Tay 86], i.e. A

es ‘fractal’ si DimA=dimA, se consideratambién para las medidas,entonceslas
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medidasautosemejantesestudiadasenestecapítulo debenconsiderarsetípicamente

como‘medidasfractales’. No obstante,en el casofinito, eldiferentecomportamiento

de estasmedidasrespectoa la medida de Hausdorffy la medidapackingpodrían

estar relacionadas,siempresiguiendo la referenciade la teoría desarrolladapara

conjuntos[ST 88], con propiedadesno ‘agradables’de rectificabilidad.

~1

Nota 4.3.10 La familia {44}.,>o proporcionaun refinamiento a la derechade la
función de dimensión4,0(4) — 4s(r,) diferente al que se obtuvo para la dimensión -

Hausdorff. En cadacasoel refinamientoqueseobtienees el adecuadoparaobtener

resultadossobrela medida. Ahora la familia estáordenadamediante: O < a c fi
implica que4’o =4’a =to, y por tanto p’(~) > P~ > pP• Ahorasi s(p) = s(q) con

p ~ q, entoncesla medida¡ir, estáconcentradaen un conjuntode medidapacking
máspequeñosi d(p) > d(q). Esteesel mismo criterio queseobtuvodel lema3.3.10

usandomedidasde Hausdorff. La situación es simétricaa la que se teníacon la

familia demedidasHausdorff {4>«}~>o. ma
En realidad,sepuedeconsiderarunaúnicafamilia a—paramétricag = g~u gp u’

con el parámetroa barriendoIR. Notar que4;~ = ~-a (recordarla definición de ~a

en 3.36). Si se tiene encuentaque fJ~0 <Pta paratodo a E IR, se puedenrecoger

los resultadosde los capítulos 3 y 4 concernientesa la singularidad de medidas

autosemejantesrespectode la familia de medidasde Hausdorffy packingasociadas

a la familia {4}OEn en un único teorema.Estese enunciacomo sigue. u’

Teorema4.3.11 SeaM finito. Seap E ~ p # p~ y sea la familia g g(p) =

{ ~a}oEfl, donde ~ es la función definida en (3.36). Entonces, para la medida
autosemejante Pr, inducida por p, se tiene

i) jir, es singular respectoa Pta si y sólo si a < —d(p).

u) pr, essingular respectoa y continuarespectoa ~#a si y sólo si ¡ a 1< d(p). u’
iii) ¡ir, es continua respectoa ffta si y sólo si a > d(p). ~1

ma
u’
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iv) jir, no tiene representaciónintegral respectoa la medidaHt o respectoa la

medidaPt para ningúnO <t <a.

y) ¡ir,. es la única medidaautosemejanteque tiene representaciónrespectoa W
y p~. De hecho,en estecasolas tres medidascoincidensalvo en unfactor constante.

Nota 4.3.12 En relación al punto y) del teoremaanterior, D. Spear [Spe 92] ha

demostradorecientementequeW = KP’ paraunaconstanteK apropiadaquesólo
dependedel sistema‘P(de hechoK = H~(E)/P~(E)).
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Capítulo 5

Geometría de Conjuntos
Autosemejantes: Análisis
Frecuencial en Conjuntos
Autosemejantes. Los Conjuntos
de Besicovitch.

En estecapítulo desplazamosel punto de vista desdelas medidasautosemejantes

(que han ocupadola atencióndurantelos tres capítulos anteriores)a subconjun-
tos relevantesde E que son capacesde concentrartoda la masade la medida. En

realidad, talesconjuntoshan aparecidodiscretapero esencialmenteen las argu-
mentacionesde los resultadosobtenidospreviamente,lo que no hacesino reforzar

la idea de ‘dualidad’ entre tales medidasy conjuntospara describir la geometría
autosemejante.Talesconjuntossedefinenen términos frecuencialesen el espacio

de códigos,y abrenla puertaa un análisisdel fenómenóde la semejanzamás rica

del que se adoptatradicionalmenteen la literatura, i.e. restringidoal compacto

E. Talesconjuntosfrecuencialesno—compactos,que seestudianen la sección5.2,
podríandenominarsecon todalegitimidadautosemejantes.Dehecho,los conjuntos

deBesicovitchestánconectadosdirectamentecon problemasclásicosquesehancon-

sideradoen teoríadenúmeros,probabilidad,y teoríageométricade la medida.Esto

serevisacon ciertodetalleen la introducción.La tercerasecciónanalizapropiedades

123
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de dimensióndealgunosconjuntoscaracterizadosfrecuencialmente.

j
5.1 Preliminares y Antecedentes.

Una de nuestrasmotivacionesparala investigaciónquesepresentaenestecapítulo

fueoriginalmenteel problemade la caracterizacióndelos puntos‘típicos’ enun con-

junto autosemejante.Tal idea de ‘tipicidad’ deberíaentenderserespectoa cierta J
medidade probabilidad. Puestoque la atenciónrecae ahorasobre el conjunto
autosemejante,que tiene Hs~medidafinita y positiva, la medida probabilizada J= (H(E))—1H puedeconsiderarsecomo la medidaadecuadarespectoa la que
sedebedecidir la tipicidad de los puntosde E. Más enconcreto,la preguntapuede
formularsecomo sigue: cómo sepuedecaracterizarun punto deE que tieneproba -J
bilidad uno deserescogidoal azarcon respectoa la probabilidadp.?.

En 1909 E. Borel proporcionóunarespuestaparala preguntaformuladaarribapara

los puntosdel intervalounidad1 = [0,1] cE IR cuandodemostróque casitodos(con
respectoa la medidade LebesgueL’) los númerosen 1 son normales,enparticular
tienenidénticafrecuenciaasintóticade cerosy unosensuexpansiónbinaria. La ley

fuertede los grandesnúmerospermiteunaformulaciónmásgeneral.Sea un entero j
ni >1 y M = {0,1,...,m— 11. Paracadax FI yj CM sea4

1(x) la frecuencia
asintóticadel dígito j en la expansiónen baseni de x (considerarla infinita cuando

hayadosdisponibles).El conjunto denámerosnormalesen baseni estádadopor

Nm{zEI:j(x)zmmt 5 ¿ML (5.1)

La ley fuerte de los grandesnúmerospruebaque L’(Nm) = 2(I) = 1, lo que

muestraque los puntos del conjunto Nm se puedenconsiderarcomo los puntos
‘típicos’ del intervalo. Puestoqueel intervalounidadesun conjuntoautosemejante,

la cuestiónformuladaarribasobrela tipicidad de los puntosen un autosemejante
puederesolverseextendiendola ideadenormalidaddeBorela estosconjuntos.Esto

sehaceprecisomásadelante. J
Por otra parte,los conjuntosformadospor ‘puntos no—normales’de 1, i.e. los que

J
1

J
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hemosllamadoconjuntosde Besicovitch—Eggleston

Am(po,pi,. .. ,pmi) = {X E 1: b~(x) = p~, j E M}, (5.2)

con al menos un p~ # m’, puedenconsiderarsecomo los puntos normalescon

respectoa la medida de probabilidad (autosemejante)pp Vp o ir;’ con p =

(po,Pi,. . . ,P,n—i),y r;’(zr) = (ak(x))k~pq esla aplicación1 —* MIN que a cadaz le
hacecorresponderla sucesiónformadapor los dígitosde la expansiónni—aria infinita

de x, i.e. x = EkerJakQr)mÑ. La ideade que hay una medidade probabilidad
privilegiadadebeabandonarsesi éstano resultaser la medidaLebesgue,que es la

únicaque tiene sentidofísico. A.S. Besicovitchen 1934 consideróel problemade
la “medidade tales conjuntosde puntos atípicos para la medidade Lebesgue”y

obtuvo una respuesta“en términos de dimensiónfraccionaria”. Hesicovitch probó

que dimA2(p, 1 —p) = — log2(p~(1~p)lP), lo quecuantifica la ‘rareza’ de los puntos

de A2(p, 1 — p) en términosde la frecuenciaasintóticap. H.G. Egglestongeneralizó

en 1949 la fórmula de Besicovitchparani> 2, i.e. Egglestondemostróque

dímAm(po,pí,...,pm.i)—
2

1~Mplogp¡ (5.3)
—logm

Observarque Am(m
1, m’,. . . ,m1) = Nm y que en tal casola fórmula (5.3) es

consecuenciade la ley de grandesnúmeros,pues el conjunto Nm tiene medidade

Lebesgue1, y por tanto dimensión1.

P. Billingsley extendióen 1961 los conjuntosde Besicovitch—Egglestona un am-

bientedeespaciosdeprobabilidad(12’ A, u) dondetienelugarun procesoestocástico
{Xk}kElN con espaciode estadosfinito M = {1,2,. .. ,m}, o numerable.Billingsley

introdujo el conceptode dimensiónde Hausdorffasociadoa la mediday al proceso
(ver (5.40) para una definición), y extendió la fórmula de dimensión (5.3) a con-

juntos definidos mediantelas frecuenciasasintóticasde transicionesentreestados

cuandoel proceso{xk}k es una cadenade Markov regular. Cuandoel espaciode

probabilidades el intervalo 1 con la medidade Lebesgue(y la a—álgebrade Borel),
y el procesoes de Bernouilli los resultadosde Billingsley son los de Besicovitchy

Eggleston.

Sea Eq, el conjunto autosemejante asociadoa un sistemade semejanzas‘u E

S(N,M) que verifica la condición de abierto. Segúnseprobó en el teorema2.3.1,
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J
los espaciosde probabilidad(Eqv,C,,, pp) son isomorfos al espaciode probabilidad

(MN,C, Vp) con isomorfismo dado por la proyección ir : MM ~—* E definida en

j(1.14). Por lo tanto, los IFS con probabilidadesde M. Barnsley[Bar 88] (que no son
otra cosaque los espaciosdeprobabilidad (E,Cr, y~)) se puedenconsiderarcomo

proyeccionesgeométricasen IRN del casoindependientede Billingsley.

Introducimosenestecapítulounaextensiónnaturaldelos conjuntosde Besicovitch—
jEgglestonal contextodeconjuntosautosemejantes,sustituyendola ‘codificación’ de

los puntosmediantesuexpansiónenbaseni por la codificaciónquedemodonatural

proporcionala proyecciónir. A talesconjuntoslos hemosllamado genéricamente J
conjuntosde Besicovitch. Alternativamente,sepuedenconsiderarlos conjuntosde

Besicovitchquehemosintroducidocomoproyeccionesde los conjuntosqueBillings- j
ley consideraen el caso independiente. Sin embargo,el problemade encontrar
las propiedadesde dimensióny medida(Hausdorffy packing) de los conjuntosde

Besicovitchde EQ no esen modo algunotrivial. Obsérveseque el isomorfismode

espaciosde medida(E~,p~) ~ (M”t Vp) escierto paratodo sistema‘1’ verificando
condiciónde abierto,y por tanto no arrojaningunainformaciónsobrela geometría

de los conjuntosdeBesicovitch. Dichageometríaestágeneradapor la aplicaciónir,

estoes, por el sistemaXP, quefinalmentees el responsablede distribuir la masade J
la medidav~ en IB?.

En estecapituloencontramosla dimensiónHausdorffde los conjuntosde Besi-

covitch asociadosa probabilidadesp E ~ Encontramosque la dimensiónestá
dadapor s(p) definido por la fórmula (3.1), extendiendopor lo tanto la fórmula

(5.3) de Besicovitchy Eggleston. Tambiéndemostramosque la dimensiónpack-

ing de los conjuntosde Besicovitchess(p), lo cual conviertea estosconjuntosen

fractales segúnla definición de S.J. Taylor [Tay 86]. Tambiénse encuentranlas

dimensionesde los conjuntosfinos de Besicovitchdel espaciogeométrico(ver (5.9)

parala definición) que sehan usadorepetidamenteen anteriorescapítulos. Se ob-

tiene ademásun conjunto de puntos normalesde E como extensiónnaturalde los

númerosnormales(en baseni) deBorel en el intervalo.

La cuestiónmásfina de la medidade los conjuntosdeBesicovitch(finoso no)ensu
dimensióntambiénseaborda.Demostramosque tienenmedidapackinginfinito en

su dimensión,y resultadosparcialessobresu medidade Hausdorff. En particular,

J
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de nuestrotrabajose desprendeque los conjuntosde Besicovitch—Egglestontienen
medidapackinginfinita y medidadeHausdorffnulao infinita ensu dimensión,dada
por (5.3).

Otros conjuntosdefinidos frecuencialmenteque son relevantesdesdeel punto de
vista de la medidaautosemejante(i.e. concentrantoda la masa)o de la geometría

(tienenmedidadeHausdorffnulao ladimensióndela medida)tambiénsepresentan

enestecapítulo.

5.2 Conjuntos autosemejantesno—compactosde
ji—medida plena. Los conjuntos de Besicov-
itch.

Sea‘Pc S(N,M), con M = {1,2,...,m} ó M = IN. Para1 = (i1,i2,...) e MM y

.¡ E M, sea
6~(i) = hm 6j(i,k), (5.4)

k—.oo

dondeparak C IN

6~(i, k) = k’card{n i,-. = j, 1 =u =k}. (5.5)

Paracadap = (p1,p2,.. . ,p,») c IR”’, se define el conjunto de Besicovitchde IP

asociadoal vectorp comoel subconjuntode E

= {r(i) : S~(i) = Pi paratodoj E M}. (5.6)

Observarque el conjunto B~ puedeescribirsecomo

1 1
B~= fl U fl A{r(i):ieM’tp,——<SÁi,k)<ps+—}.

nENNEMk=NiEM u

El conjuntoentrellavesen éstaexpresiónesuna unión finita de cilindros Ej, j E

M*, y por lo tanto es un conjunto cerrado. Esto demuestraque los conjuntosde

Besicovitchson conjuntosF08, y por tanto conjuntosde Borel. Recogemosen el

siguientelema algunaspropiedadesgeneralesde los conjuntosde Besicovitch.Para

la definición de la dimensiónde Minkowsi o dimensión‘box—counting’ puedeverse

[Fal 90].
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Lema 5.2.1 Seap E IR”’ un vectorde probabilidad,y B~ el conjunto de Besicovitch
asociadoa (‘P,p). Entonces

i) B~ es SIP—invariante(no—compacto),i.e. StP(B~)= B~.

u) B~ es densoen E.

iii) Si se verifica condición de abierto, dimM(BI,) = .s = dim(E), donde.dimM

denotadimensiónde Minkowski.

iv) p~(B~) = 1, dondepp es la medidaautosemejanteinducida por p.

demostración:

J
La partei) esconsecuenciade que lo que caracterizaa los puntos de B~ esla

frecuenciaasintóticadealgun(os)código(s)i ¿ ir~’(x). Así si i — (i1i2i3...) ¿
estal que ir(i) E B~ entoncesir(i2inj...) E Bp también,y ademásso67r(i2i3...)) =

r(i), lo quepruebaque B~ c S’P(B~). En el otro sentido,si <j) E B~, claramente
= r(ji) e B~ paratodo5 ¿M, y por tanto B~ D S4’(B~). Por supuesto, J

los conjuntosB~ no soncompactos,puestoqueel único SIP—invariantecompactoes

E.

Seap E IR”’ un vector de probabilidad. Dadoy = ir(j) E E y e > 0, tomar

= min{k : 9(k) <eJ y consideraruna secuencia1 = (i1i2...) E B~ tal que zk = 3k

para1 =k =k0. Claramented(y, ir(i)) < e, lo que pruebala densidadde B~ en el

autosemejanteE. Observarquela densidadde B~ no requiereque p ¿ 7~+.

La propiedadiii) es consecuenciadirecta de la densidadde los conjuntosde

BesicovitchenE y de las propiedadesde la dimensiónde Minkowski. En concreto,

es bien sabidoque para todo A E IR” se tiene dimM(A) = dimM(A) (ver, e.g.
[Fal 90]). Por otra parte,tambiénes conocidoque

dimM(E) = dim(E) (5.7)

(ver [Fal 90]). De ji) sesigueel resultado.

J
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La propiedadiv), queya sehautilizado repetidamenteenel texto,esconsecuen-
cia de la ley fuertede grandesnúmerosy de la definiciónde p~. O

Observarque el lema anteriorno requiereque p E ~ La propiedadiv) ilustra el
hechode que cualquierintento de estimarla dimensiónde la medidap, (ya que,
comoveremos,estátambiéndadapor la dimensiónde I-lausdorff de B~) mediante

algunatécnicacomputacionalde box—countingfracasará.Si sepretendeobtenertal

estimaciónotro tipo de cómputodimensionalsensiblea la medida(e.g. dimensión

local, dimensióndecorrelación)debeemplearse.

La propiedadu)afirmaquelos conjuntosdeBesicovitchsonautosemejantes.Cuando

seelimina la exigenciadequeel conjuntoSIP—invarianteseacompactoporsupuesto

se pierdela unicidad parael invariante,pero aparecetoda una familia {B~}~ ni—

parámetricade conjuntosinvariantes,densosen el soportede las medidasp~ (esto
tambiéncaracterizaal conjuntoE) que,comoseve a continuaciónilustran deman-

eramasrica el fenómenode la autosemejanza.La últimapropiedaddel lemailustra
por un lado la idea de ‘tipicidad’ de los puntos de B~ respectoa la medidade

probabilidadp~, y por otro proveeun punto devista alternativoal de los capítulos

anteriores,i.e. el análisis dimensionaly de medidade los conjuntosasociadosde
modonaturala lamedidap~. Desdeesepuntodevistalos conjuntosde Besicovitch

no sonmásque uno de los muchosconjuntosrelevantesasociadosa la medidapr,.

En resumen,las partesi) y iv) del teorema5.2.1 revelanqué tipo de conjuntosse

debenestudiarasociadosnaturalmentea la geometríay probabilidaddel par au-
tosemejante(IP, Mp): los conjuntosSIP—invariantes(quepuedenllamarseautoseme-

jantes)queconcentranlamasadep>. Algunosdeellosseintroducena continuación.

En particular,los conjuntosfinos de Besicovitchhanjugadoun papelimportantea
lo largo deestetrabajo.

Paraj = (jí,j2,. . . ,jk) E pj-k seap~j = ‘4(j)) = pj1pj2 •¡i>5< (recordarque (j)
denotael cilindro cuyosk primerosdígitosson los de j). Para1 E MM, seaSj(i) la

frecuenciaasintóticade la secuenciafinita j en el código

1 . ..

= 2~w —card{q = 31,Zq+1 = 32,. ..jq+k.A Jk,
1 < q =fl}.

Ti
(5.8)
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J
Seap E IR~ un vector de probabilidad. Definimos el conjunto de Besicovitchfino

B<co> asociadoal par (IP,p) comop

B(Oo) = fl B~>, (5.9)p
kel’i 1

donde

— {r(i) : i E MM, 6~(i) = Pi paratodoj E M”}. (5.10)

Se puededemostrarcomo en el lema 5.2.1 que los conjuntos~ también son

autosemejantesno—compactosdensosen E, de dimensión de Minkowski s (bajo J
condiciónde abierto),y de p—medidaplena. Esteúltimo hechoes una consecuencia
del teoremaergódicode Birkhoff y juegaun papelesencialen la demostracióndel

e—lemma(ver capítulo2, teorema2.2.2). J
Si sepiensaen términosde la ley del logaritmoiteradohayotro conjuntoautose- Jmejanteno-compactoque sedefinefrecuencialmentede modo natural. Llamamos

L~ al conjunto

= fl {r(i): limsup k055(i,k)

—

.iEM k—.oo (2kloglogk)’/
2 — (Pi(’ Pi))’12~ (5.11)

liminf k(6
5(i,k) —ps) _

k-.oo (2kloglogk)1/2 — —(p~l pfl)”
2}, (5.12)

donde 6
5(i, k) es la frecuencia relativadefinidaen (5.5). Si Mes finito, los códigosdel J

conjuntoL~ tienen la siguiente projiedad respecto al conjuntodevariablesaleatorias

en M con esperanzanula J
Lema 5.2.2 SeaM finito. Seap E ~ y L~ el conjuntodefinido en (5.11)-(5.12).
SeaX : M i—* iR una variable aleatoria tal que £[X] = 0 y £[X

2] > O (esperanza

respectoa p). Entonces

(2kloglogk)¶/2 S~’}i) 1< >31 1 (p41 —p~))’12 < +oo, (5.13)
IEM

dondeX(j) = xj, para todo 5 E M.

demostración:

J
J



Los CONJUNTOSDE BESLCOVITCR. 131

Para mostrar la afirmación (5.13) considerar,para cadaj E M, la variable
aleatoriacentradaindicadoradel dígito j, i.e.

sit=3
en otro caso. (5.14)

EntoncesE[
4j] = O y ¿[á~] = p.j(l — pfl. SeaahoraX unavariablecentradacon

S[X2] > 0. Observarque,para i e M

x
1=.x1—4X] =z1(1—p¿)—>3z5p5= >3 ¾á5(i),

it. 5CM

y por tantola variableX sepuedeexpresarcomo combinaciónlinealde lasvariables

A~ mediante
x = >3 ~4.

4CM

Ademássetiene
= >3 S~ = >3 x5S~>. (5.15)

.1CM jeM

Por tanto, parai E MM setiene

liminf SZ<(i) = liminf>3 zsSt>(i

)

k-.oo (2k log log k)
1/2 k—.oo 5CM (2klog log k)’/2

=>3x
5liminf SMI) ~ IxsI(pÁl—ph)”

2,
.1CM k—.oo (2klog log k)’/2 — 5CM

dondese hausadola relación (5.15), la versión discretafinita del lema deFatou, y

la definición (5.12). El razonamientoanálogoparael limite superiorproduce

bmsup(2kloglogk~/2 = >3 ¡ ½(1—pflg/2,
5CM

usandodenuevoel lemade Fatou,dedondesesigueel resultado.O

Nota 5.2.3 El anteriorlematieneciertointerésdesdeun puntodevistapuramente

probabilista,puesilustra el hechode que la ley del logaritmo iteradoes lineal en

el sentidoprecisadoen el lema. Por otra parte,el hechode que el teoremano se
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SI
cumplaparael casonumerablesedebea que la versióndel lema de Fatou parael
límite superiorrequierela convergenciade la sene 4

.1eM (2k log log k)’/2

paraalgún n, lo que no puedegarantizarseen general. La hipótesis p E I)+ no
es estrictamentenecesanaen el lema anterior. Sin embargo,si se quiere que el 4
conjuntoL~ tenga¡¡—medidaplenaesnecesarioque cadauno de los j conjuntosen

la intersección(5.11)—(5.12)tenga¡¡—medidaplena. Esto sucedecuandoseverifica

la ley del logaritmo iteradoparacadavariablezS.~ (ver la demostracióndel teorema
5.2.4). Ello requierequepj > O paracadaj E M, puesla ley del logaritmo iterado

secumpleparavariablesdevarianzapositiva [Bil 78]. 4
De nuevo, el conjunto L~ es densoen E. Ademástiene ¡¡—medidaplena, pueses 4
intersecciónfinita deconjuntosque tienen¡¡—medidatotal comoconsecuenciade la

ley del logaritmoiterado. Esto semostraráen la pruebadel siguienteteorema,que
recogelos resultadosdedimensiónde los conjuntosdeBesicovitchy el conjunto L~.

4
Teorema5.2.4 Sea M finito. Seap E ~ y seanB~, B(oO) y L~ los conjuntosI’

definidos en (5.6), (5.9) y (5.11)-(5.12) respectivamente.Entonces 4
i) dirnB~ = dimB<O~> —

~ —dimLp=s(p),

u) DimB~ = DimB~> =Diml4=s(p),

dondes(p) es la dimensiónde la medidaautosemejantep,.

demostración:

Seap ¿ 72+ y p~ la medidaautosemejanteasociadaa p. Paracadaj E

sea4¡ la variablealeatoriaM 1: IR centradaindicadoradel dígito j, quehasido
definida en (5.14). Un sencillo cálculoproporcionasL4s] = O y E[A~] —

Si seusala notación k SI
S~’(i) = >3 ¿X5 o pr

1 o r”(i)

ti

SI
SI
SI
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comoen (3.27) , setiene que S~’(i) = n65(i,k) y por tanto los límites en (5.11) y
(5.12)equivalenrespectivamentea

limsup (2kloglogk)Á/2S~>(i) = (p~(i ~pfl)1/2 (5.16)
k—.oo

liminf (2kloglogk)¶/2S~>(i)= —(p5(l —p~))’/
2. (5.17)

k—.oo

La ley del logaritmo iteradoaplicadaa cadasucesión{SkA~1k implica que (5.16) y

(5.17) severifican, paracadaj E M, sobreun conjunto de u—medidauno, y por

tanto ¡¡~(L~) = v(r-1(L~)) = 1 (L~ es intersecciónfinita de conjuntosde ¡q>—
medidaplena). Como L~, B~, y B~> tienentodos¡¡y—medidaplena,sesiguede la

fórmula dimp~ = .s(p) en el teorema3.3.3 que los tres conjuntostienendimensión

de Hausdorffmayoro igual que s(p).

Observarque (5.11) y (5.12) implican en particular

lim 6j(i,k) =p
5

k—.co

paracada5 c M, y por tanto L~ c B~. De la inclusión BfY~ C se sigueque

paraconcluir bastademostrarque DimB~ =s(p). Del teorema4.2.2 sabemosque
la densidadlogarítmicasuperiorverífica

parapp—casitodo puntoen E. Eso no bastaparaconcluir quela dimensiónde B~
ess(p), sino que sedebetener la desigualdaduniformementeen todo el conjunto.
En el casofinito la propiedadasintóticade los códigosen B~bastaparaprobarque

la desigualdad(5.18) es ciertaparatodo z E B~. Sea x E B~. Procediendocomo

en la pruebadel teorema4.2.2 setiene,paratodo código i c r
1(x)

log r log rI(k
1....1)

dondek1 = min{k r¡(k) <r}. Escogerel código i,, E ~r’(x) tal que

lim cSs(i~,k) = (5.20)
k—.oo

paratodo 5 E M. Paratal secuenciasetiene

lim k7’S(i~) = Bm >3 65(i~,k)Z(j)= ¿[4], (5.21)
k—.oo 5CM
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dondeseusalanotaciónde (3.27),y Z = R,Y sonlasvariablesdefinidasen (4.11).

Como en la demostracióndel teorema4.2.2 la desigualdad(5.19) sepuedeescribir 4
con esanotacióncomo

4logr — k1 —1(k1 — 1)—’S~1(i~)’ (5.22)

Del lema 4.2.1 se tiene que la desigualdad serespetaal tomarlímites superiores,de

modo que teniendoen cuenta(5.21),seobtieneen (5.22) 4

ya que s(p) = £[Y]/E[R]. Como consecuencia,la desigualdad(5.18) setiene para

todo x E B~. Sea1 > s(p) y x E B~, la desigualdad(5.18) implica que 4
pp(B(x,r)) 2—t

(2r)t SI
setieneparatodo r > O menor que uno r0 = ro(t) adecuado,y entoncesla desigual-
dad

O’~(x) > 2~, (5.23) ti

setieneparatodox E B~. El teoremadeTaylor—Tricot (ver sección4.3)proporciona SIel resultado,i.e. de (5.23)setiene Pt(B~) < 2’. Puestoquet> s(p) es arbitrario

setiene DimB~ =s(p), lo que concluyela prueba. 0

Nota 5.2.5 El teoremaanterior no se tiene a partir del teorema4.2.2 en el caso

numerable. Ello sedebe, como se apuntóarriba, a que la estimaciónque allí se 4
obtieneparala densidadlogarítmicasuperiorsólo esválida pp—a.e. Paraobtenerla

acotaciónparatodos los puntos del conjunto x c bastacon que (5.21) setenga 4
paraun código ‘bueno’ en r’(x) (i.e. que cumpla (5.20)). El lema de Fatou no
puede,sin embargo,garantizartal cosaen estecaso. SI

Nota 5.2.6 El teoremaanteriorgeneralizala fórmuladela dimensióndeHausdorff 4
(5.3) obtenidapor Besicovitchy Egglestonpara los conjuntosdefinidos en (5.6).

Además, el resultado que concierne a la dimensión packing seaplicaa los conjuntos SI
de Besicovitch—Eggleston.En particular,éstostienenigual dimensiónHausdorffy
packing(sonconjuntosfractalesen el sentidode Taylor [lay 86]).

4
SI
SI
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Nota 5.2.7 Obsérveseque si seconsideranlos conjuntosde tipo Besicovitch~

k E ]N, definidos en (5.10), el teorema5.2.4 implica trivialmenteque dimB~P =

Dim4k) = s(p). Deestemodo,los subconjuntosdeE generadosporcomposiciones

de semejanzasque respetanlas frecuenciasasintóticasde los bloquesde longitud k
tambiéntienendimensións(p).

El teorema5.2.4no proporcionaningunainformaciónsobrecúales la medidade
Hausdorffy packingde los invariantesconsiderados.Estasiemprees unacuestión

másfina quela de la dimensión. Aquí resolveremosesteproblemaen algunoscasos.

Proposicion5.2.8 SeaM finito. Seap = Ps, te. p3 = (r : i E M), entonces

i) H’(B~.) = Hs(B~)) — H(L~8) = H’(E).

u) P
8(B) = PS(B(oo))— P’(L~

6) = P
t(E).

Además,corno M esfinito, éstasmedidassonfinitas y positivas.

demostración:

Sea p~ la medidaautosemejanteasociadaal vector p

3. SeaM = M(,,~> el

operadorde Hutchinsondefinidoen (4.23),

Mq=>3rNop7
1.

iEM

Sedemostróen la sección4.3 que, seaM finito o numerable,hayuna únicamedida

ji tal que Mp = ji que sellamamedidade probabilidadinvarianteasociadaal par

(IP,pa). En la sección4.3 seprobóademásque ji coincidecon la medidaji,. Si se

escribeA = UÍCM
4~1(~~[’(A)) paraA c E se tienede laspropiedadesde la medida

de Hausdorff

IP(A) = >3 IP(9~~(9~7’}A))) = >3 r11’ (p7’(A)) = MH’(A). (5.24)
iCM

En particular,paraobtener(5.24) sehaaplicadola propiedadde que H’Q,o(A)) =

rH’(A) paraunasemejanzade razónr, y el hechodeque H’(e) = O [GMMR.93].
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SI
Entonces(5.24) implicaquela medidaH’ es también invariante para el operador de

Hutchinson(5.2.8). Porlaunicidadde la medidainvariantesetienequelasmedidas 4
(HS(E)fllHA y ji, coinciden.Puestoque¡¡,(E\B~,) = O entonces H’(E\B~~) = 0,
y por tanto II’(E) = H(B~.). El razonamientosólo dependede que el conjunto

B~, tiene p,—medidaplena, de modo que se tiene i). La segundaafirmaciónse 4
obtienedirectamentede i) usandoun resultadode Spear[Spe92] que afirma que

existeuna constanteK (que sólo dependedel sistemaSIP) tal quei» = KB’. La 1
medidade Hausdorffde E esfinita y positivaenel casoenqueM esfinito [Hut 81].
o

4
La afirmacioní) del teorema5.2.8 sepuedeentendercomouna ley de los puntos

‘normales’enE. Los puntosde B~5 puedenconsiderarsecomolos ‘puntosnormales’
(en el sentidode Borel) del autosemejante.Más todavía,el conjunto máspequeño

Bf,O~) puedepensarsecomoel verdadero‘corazón’ deE, desdeun punto devistade
la medida. Las fuertespropiedadesde regularidadde los puntosde ,, hacenque

se pienseenel conjunto fino de Besicovitchcomo el conjunto de los puntos super—
normalesdeE. No seconocerelaciónde inclusiónningunaentrelos conjuntosB~,”’> 4
y L~, ambosincluidos en B~. M. Morán [Mor iv] ha demostrado que los códigos

que verifican una propiedadde tipo logaritmo iterado(diferentede la que seexige u
a los códigos deL~) son códigosdel conjuntofino de Besicovitch.

Nota 5.2.9 A continuaciónsehacealgunaobservacionsobrela medidaM—invariante SI
y sobrela medidapackingen el teoremaanterior. El resultadode Spear[Spe92]

no es a priori necesario,puestoque el razonamientoparala medidade Hausdorff 4
esválido paraPt Veamosesto. En primer lugar, la medidapackingtienetambién
la propiedadP~’(y(A)) = r’P(A) para toda semejanzay de razon r. Una de- 1
mostraciónde estehechoestáesencialmenteen el teorema5.2.18de estecapítulo ti

(tambiénlo demuestraSpearen su artículo). El razonamientoen (5.24) esentonces

SIválido paraP siemprey cuandola P’—medidadel conjunto de solapamientosea

nula (observarque esto esnecesarioparajustificar la primeraigualdaden (5.24)).
Esto puededemostrarseusandola SIP—invarianciade E si P’(E) < +oo. La sen-

s
cilla demostraciónde que H’(e) = O se sigue de W(E) < +co puedeverse en

[GMMR 93]. Por tanto en el casode la medidaP es necesarioque E seade me- SI
didaP’ finita. Estolo demostróD. Spear[Spe92] paraconstruccionesdirigidas por
grafos (o de Mauldin—Williams) verificando condiciónde abierto, que comprenden 1

SI
SI
SI
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el caso que nosotrostratamosaquí como particular. Por lo tanto, la medidaP
es tambiénAl—invariante,y coincide, salvo el factor de normalización(P(E))’,

con la medidaH’ y con la medidap~. Este dehechoesun modo de conseguirel

resultado de Spear en nuestro caso comoconsecuenciadirectade la unicidadde la
medidaM—invariante.

Nota 5.2.10 Alguna observaciónsobreel casonumerablepuedeserrelevante.En

el caso M = IN setiene también(ver 4.3) la unicidadde la medidaAl—invariante.
Si .s = dimE comosiempre,M. MorAn [Mor i] demostróademásque la medidaHA

de E esfinita tambiénenestecaso(lo que no escierto esque E tengaW—medida
positiva en general). Por lo tanto, el mismo razonamientopara el casofinito de

[GMMR 93] demuestraque IP(O) = O en el caso numerable. Sin embargo,debe

añadirsela hipótesisadicional de que la serieEiEIN r~’ sume1 (estono tienepor qué

sucederen general,ver [Mor i]). Revisamosel razonamientoen estecaso. De la
convergenciade la serie y de la SIP—invarianciade E setiene

00 00

>3H8Qp~(E)) = HS(E)>3 r~’ = H(E) = H’( U ~i
1(E))< +co, (5.25)

t1 1=1 iCIN

puestoque HS(E) < +oc. Por tanto, (5.25) implica que HA(O) = O también en

estecaso.Más aún, tambiénsiguesiendoválido el razonamientoen (5.24), demodo
quela medidaHA esAl—invarianteenel casonumerable.Sin embargo,no tiene por

qué coincidir con la medidaji,, puestoque engeneralno se tieneH(E) > O y por

tanto la medidaH’ no se puedenormalizara una medidaen el espacioMB(E).
Si H’(E) > 0, la consecuencia es que setiene la igualdadji, = (H(E))’H’ como

consecuenciade la unicidadde la medidaAl—invariante. En cuantoa la medidaP’
de los conjuntosde Besicovitchnadapuededecirse,yaqueel problemade la medida
(y dimensión)packingdelos autosemejantesgeneradospor infinitas semejanzasestá

abierto. No sesabepuessi la medidaP’(E) esfinita enel casonumerable.Sí seha

probadosin embargoel siguiente

Lema 5.2.11 Sea IP E S(N,]N) verificando condición de abierto. Asumir que

DZ1 r~’ = 1 y H’(E) > 0. Seap = PA, y ji, la medidaautosemejanteasociada.
Entonces¡¡A = (HME)S’Ht y por lo tanto setiene

H(B~.) = HA(B(00>) — HA(Lpé) = H’(E).
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demostración:

Ver la nota5.2.10parajustificar la igualdadde las medidasautosemejantey de 4
Hausdorff,y emplearel mismorazonamientoque en la pruebadel lema 5.2.8 para -

obtenerla igualdadde las HA~medidasde los conjuntosarriba. O

Cuandono seconsiderael ‘casonormal’noesconocidala medidadeHausdorffde 4los conjuntosde Besicovitch.Hemosobtenidouna respuestaparciala esacuestión,
quesedesprendedel siguienteresultadogeneralsobrela medidade Hausdorffde los
SIP-invariantes. 4

1
Proposicion5.2.12 Sea M finito o numerable. SeaO < t < s, y ~(¿)= Qg(~) E

Y, con g no—crecienteen algiln intervalo (0,6v). Entonces,o bien H~(B) = 0, o
bien Ht(B) = +00 para cualquierSIP-invarianteB tal que dimB> dim(e n B). 4

demostración: 4
Sea ~ una semejanza cualquiera con factor de contracción r < 1. Sea 4’ como en

_ SIel enunciadodel teorema.En primerlugar demostramosque

paratodo A C
1aN Sea O < 6 <

6o , y sea{Ví}íeri un 6—coveringde yo(A) mediante
bolas. Si escribimosU

1 = <-‘(Ví) paracadai, entonces{Uj}¿Cr~ esun 6/r—covering 3
de A por bolas. Puestoqueg esno-crecientesetiene

>34>(IV.I)=r¿>3IU¿itg(rIU¿I)=r
t>3IUiItg(IU¿I)ri>3#(IUII), 4

ICN ¿CM ICN ICN

lo que prueba que H~’Qp(A)) =r~Htr(A). Si 6 decaea ceroobtenemos(5.26).

Sea ahora B un SIP—invariante tal que dimB > dim(B n 6). Esto suponeque

>3H%’~(B) A p
5(B))=>3 H%1(B). 3

¿CM

Asumir que O < H
4’(B) <+00. Entonces, usando (5.26), tenemos 4

H4’(B) = H4’(SIP(B)) = >3 H<>Qp¿(B)) =>3 rH’~>(B) > H«’(B), (5.27)
¿CM ¿CM 4

4

SI
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dondesehaaplicadoque1 < s, la definiciónde .s, y el hechodeque la función dex

£¿EM r~’ esdecreciente.La contradicciónen (5.26) implica queel conjuntoB tiene
H~—medidaceroo infinito. O

Parael casoparticularde los conjuntosde Besicovitch—EgglestonA2(p, 1 —

se demostróen 1967 [Smo67] que la 4>—medida de Hausdorffes O ó 00 para toda

función de dimensión 4> cóncavaenun entornodel origen. Un resultadodel tipo de
la proposición5.2.12sehaencontradoparaconstruccionesautoafines[Per 94].

Ahora la proposición5.2.12se aplica a los invariantesque hemosconsiderado,

con 1 = s(p) y g(~) = 1 en el enunciadode la proposición,y tenemosel siguiente
resultado.

Corolario 5.2.13 Sea M finito o numerable, IP verificando OSC. Seap 6

P # Ps Entonces,los siguientesconjuntos tienen medida de Hausdorffnula o
infinita en su dimensión

i) TodoconjuntoSIP—invariantepara un sistemade semejanzasIP disconexo,:.e.
tal quee = ~. En particular, los conjuntosB~, ~ y L~ asociadosa IP definidos
en (5.6), (5.9), y (5.l1)-(5.12) respectivamente.

u) Todos los conjuntosde BesicovitchB~, y los conjuntos L~, asociadosa IP, y

tales que dim(O fl 11,) < s(p)

iii) Todoslos conjuntosfinos de Besicovitch~~“‘), p E Pt asociadosa IP.

Obsérveseque iii) es consecuenciade que los conjuntosB~7’~ tienen la fuerte

propiedaddeque B~”’~ n e = 0 (ver la demostracióndel e—lema). Deestamanera,
el resultadotambiénsetieneparatodo invariantequeno intersecael solapamiento.

Obsérvesequeel solapamiento0 (con 8V) esél mismoun conjunto invariante.Se

puedetenerB~ fl Er # 0, peroparap E 72+ esplausiblepensarque los puntos de
n Er no son los queestándimensionandoal conjuntoB~. Así, el requerimiento

dimB~ fl O < s(p) seríasuperfluo.
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1

SI
Destacamosel siguientecorolario, quepuedetenerinterésensí mismo. Recordar

que un conjunto A tal que O < Ht(A) <+00 sellama t—conjunto. 1
ti

Corolario 5.2.14 SeaM finito o numerable.Para dime <t < .s no existeningtin
a’t —conjuntoSIP—invariante.

4
Puestoque dim¡¡ = inf{dimA : ¡¡(A) = 1} es claro que todo conjunto de ji—

medidaplenatal que dim(A) = dim¡¡ resultade interéscon objeto de caracterizar SI
la geometríade ji. No obstante,no hay en generalun conjuntominimal (e.g. en
la clasede los borelianos)sobreel que ¡¡ estéconcentrado.Excepto en el casoen
que ji estéconcentradasobreun conjunto numerable,siemprese puedeencontrar a’
un subconjuntopropio de uno dado y de igual mediday dimensión. En el caso

de las medidasautosemejantes,se sabedel capitulo3 (ver corolario 3.3.8) que ¡¡~ 4
es singular respectoa HS(P), y por tanto existenconjuntosde medida ji~—plena

y W(P>~medidade Hausdorffnula. A la vista de los resultadosobtenidos,dicho

SI
conjuntopuedecaracterizarseen términosde la ley del logaritmoiterado.
SeaX : M ~-* IR la variablealeatoriadefinidamediante 4

X(i) = logp~ — s(p)logr¿, i E M,

y definir el conjunto

= {7r(i) E BíA0~~> : ¡ E MM, limsupk ((2kloglogk)’/2S¡<(i)) = d(p) a’
(5.28)

liminfk ((2kloglogk<1/25%K(¡)) = —d(p)}, a’
donded(p) está definido en (3.58)y la notación que seusaesla de (3.27). SI

Teorema5.2.15 SeaM finito. Seap Ps~ y ¡¡~ E M~ la medidaautosemejante 4
asociada.Entoncesel conjuntoN~ definido en (5.28) esun conjunto de ¡¡~—med¿da

plena, y con

a’dimJV~ = DimN~ = s(p).

AdemásH«P>(N~) = O y PA(P)(N) = +00. 4

SI
a’
a
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demostración:

Ponemos¡¡ para la medida¡¡u. Puestoque ji(B~~) = 1, el conjuntoN~ tiene
también¡¡—medidauno (en particularno esvacío) comoconsecuenciade la ley del

logaritmoiterado, aplicadaa la sucesióndevariablesaleatorias{SZ<}k. Porlo tanto
dimN~ =s(p). ComoN~ c Bp setieneque DimN~ =s(p).

Sea#~ E CH, dondeCH esla familia definidaen (3.36). Paracadai~ = ict(x) E

setiene

limsup ((2kloglogk)’/2Sf (U)) = d(p), (5.29)
k

de modo que la #a—densidadsuperior~ de ji en x seescribe

4(x) = exp{lim supf0(r~~<k)) ( Sk(iX) (5.30)

dondef
0 es la función definida en (3.49) y c = c(p) dadaen (3.37). Puestoque

d(p)> O si p # PA, sesiguede (5.29),del lema3.3.6 (i.e. fC(rI(k) r.t (2k log log k)—’/
2

si le —* 00), y (5.30) que
-td~0(x) =

paratodo 0 < a < d(p). Puestoque N~ tiene ¡¡—medida positiva, el teoremade
densidad3.2.3 implica que Htó(N~) = O para0 < a < d(p). Como H’~~> < H~

paratodo a> O sesigueque H(P)(N~) = 0.

Procedemosde igual modo con la medidapacking.Sea~p la familia definidaen

(4.51). Paratodo x e N~, el código i,, = ic’(x) verifica

lirninf ((2kloglogk)1/25~<(j~)= —d(p). (5.31)

Usandoel teorema4.3.4 del capítulo 4 setiene que

>f\fl4’~/\ = 1. (SiY(i~) a))).

Wcxkpu)L~tX) =Jko(~) exp(liminf(f~( ix(k), kfC(r¡(k)) + (5.32)

Usando(5.31),y el lema 3.3.6 denuevosetiene de (5.32)

O~~(x) = O (5.33)

para todo O < a < d(p). Puestoque el conjunto N~ tiene ¡¡—medida positiva,

el teoremade Taylor—Tricot parte i) (ver 4.3) implica que ~4’o (Nr) = +00 para
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O < a < d(p) (estosedemuestraen detalleen la pruebadel teorema3.3.1)para. SI
Puestoque ps(P) ~ paratodo a> 0 setiene quePs(P)(N~)= +00. 0 -i

Nota 5.2.16 Notarqueparala afirmaciónde la proposición5.2.15sobrela medida a’
de Hausdorffdel conjunto N~ bastacon que los códigosde N~ cumplan

lim sup ((2k log log k)”2St (1) = d(p), 4
k

puesésteconjunto mayorqueN~ tambiéntienemedidaH(P> cero. Sin embargo,la 4
condiciónsobreel límite inferior garantizaqueel conjunto N~ tieneademáspá(P)~

medida infinita. a’

El teorema5.2.15demuestrade hechoel siguiente a’

Corolario 5.2.17 Sea M finito. Seap E 72k, con p # PA, entonces SI
PA(P)(B) — ps(P>(B>) — +00. 4

demostración:

Ambosconjuntoscontienenel conjuntode ji—medidapositivaN~, quetienes(p)— a’
medidapackinginfinita, segúnel teorema5.2.15. 5

Para obteneresteúltimo resultadohubierabastadoprobarque el conjuntoB~ a’
contieneun conjunto de ji—medida positiva con la s(p)—densidadinferior fiA(p) uni- 4
formemente acotada por encima sobreestesubconjunto,comolasiguienteproposición,
simétrica a la proposición 5.2.12, demuestra. a’
Proposicion5.2.18 SeaM finito o numerable. SeaO <t < .s, y %b(¿) = ¿tg(¿) E 4Y, cong no—crecienteen algún intervalo (O,6~). EntoncesP’~(B) = 0 o P’~(B) =

+00 para todo SIP—invariantetal que Dim(B) > Dim(B ri e).

a’
a’
SI
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demostración:

Lapruebaessimilar a la de laproposición5.2.12. Sea9i una semejanzade razón
de contracciónr < 1. En primer lugar mostramosque PtQp(A)) =rtP¿(A) para

todo A c IB?. SeaO < 6 < 6o/r, y considerarun 6—packingde A, {B¿}1. Observar
que si x E so(B¿) fl cp(B5) parai # j, entonces<-

1(x) E B
1 fl B5. Por tanto {p(B¿)}¿

esun Sr—packingdey(A). Ademássetiene

>3 «1 cp(B¿) 1) = r~>3 B, I~ g(r ¡ .B1 1) =rt>3 ¡ B~ ¡t g(j B~ 1) = r~ >3 «1 B¿ 1)~
t t 1 t

puestoque r < 1 y g esno—crecienteen (O,6~). Por tantop
t~(y(A)) =Ap~k(A),de

modo que si 6 tiendea cero setienet(so(A)) =r~p4’(A) para todo A c ]RN. De
estosesiguequela medidapackingverifica la desigualdad

Suponerahoraque O < Pt(B) <+00 paraB tal que Dim(B fl O) < DimB

SIP—invariante.Entonces,usandola propiedaddemostradaarribaparacaday¿, se
obtiene

Pt(B) — Pt( U
91(B)) = >3 P

tQp¿(B))=>3 rfr4>(B) > P”’(B), (5.35)
¿EM ¿CM ¿CM

puestoque la función ZICM r~ es decrecienteen ~ y toma el valor 1 en = s. La

contradicciónen (5.35) implica que de hechoP’~(B) = 0 o P’~(B) = +00. El

Nota 5.2.19 Observarque la hipótesis4’ E Y~ en la proposición5.2.18 (en lugar

de la hipótesissobrela forma de la función 4>) tambiéndemuestraqueel invariante
B tiene P4’—medidacero o infinito. En estecaso se tiene, en lugar de (5.34) la

desigualdad

y paraobtenerlacontradicciónen (5.35)serazonacomosigue. PuestoqueDimB <

.s, existe t < s tal que limsup~~
0(log4,(fl/log¿)< t. Así, existeun entero le0 tal

queparatodo le> le0 setiene1,b(Uk) > (U~ (recordarqueU = max¿CM{rÍ}), y por
tanto fijado un le > le0 setiene

>3t(ri)> >3rf>1
¡CM” ¡CM”
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Si ahora se aplica el razonamientode (5.35)a B como invariantedel sistemaIPk ~

tiene el resultado. Observarque la hipótesis4’ E Y~ tambiénpuedesustituirseen

la proposición5.2.12por la queallí seempleóparaconseguirel resultadorelativoa
la medidade Hausdoriffde los invariantes.

El siguiente corolario del teorema5.2.18esel simétricoal 5.2.14.

Corolario 5.2.20 SeaDime < t < s. No existeningún conjuntoSIP—invariante

con PL~medidafinita y positiva en su dimensión.

Los resultadosobtenidosen estasecciónse aplicanen particularal casoclásico
de los conjuntosde Besicovitch—Eggleston.

Corolario 5.2.21 Sea(PO,... ,pm1) E 72k. El conjunto de Besicovitch—Eggleston

Am(po,. .. ~ definido en (5.2), tiene las siguientespropiedadesde medida

i) HA(P) (Am(po, .. . ,pm~)) = 0 ó + 00

u) PA(P)(Am(po, . .. ,pn.—i)) = +00,

dondes(p) = —~%‘p¿logp¿/logni es

junto Am(po, . . . ,Pm—O.

a’
la dimensiónHausdorffy packingdel con-

a’
a’demostración:

En el casode los conjuntosde Besicovitch—Egglestonel conjuntodesolapamiento

O estáformadoporni —1 puntos,y entoncesel conjuntoe esnumerable.Portanto
dimO = 0, y la parte u) del corolario 5.2.13 implica que la medidade Hausdorff

de los conjuntosde Besicovitch—Egglestones cero o infinito. La afirmaciónu) es

consecuenciadirectadel corolario 5.2.17. 0

a’

a’
a’

a’
a’
a’

a’
a’
a’
a’
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5.3 Otros conjuntos definidos frecuencialmente.
La dimensi6n de Hausdorff—Billingsley.

En estasecciónestudiamospropiedadesdedimensióny medidade algunossubcon-
juntos de E formadospor puntosx que estándefinidosmediantepropiedadesfre-

cuencialesdealguno(s)código(s)de r’ (x) demodonatural. A diferenciade los de
la secciónanterior,los conjuntos queaquíseconsideranno tienenporquéconcentrar

la medidaautosemejante.Dehechoel puntodevistaesmásel contrario;sedefinen
subconjuntosde E mediantepropiedadesfrecuenciales,y seconsiderauna medida

autosemejanteque resulteútil paraencontrarla dimensióndel conjunto. Esta es

una técnicaestándaren teoríageométricade la medida.Alguno de los conjuntosque

se consideranestáinspiradoenel trabajode Bilhingsley [Bil 60, Bu 61], y seusarán
algunasde susideas. DuranteestasecciónconsideraremosM = {1,2,... ,rn}.

Seap E P~. Consideramosen primerlugar el siguientesubconjuntode E

= {r(i) :1 6 MM, ¡ 6~(i, le) — p¿ 1= O(le’), paratodoi E M} (5.36)

(se usala notación O(.) de Landau paraindicar que existeuna constanteC tal
que ¡ 6~(i, le) — p¿ 1< Ck1 paratodo le E uN). Tales conjuntos fueron considerados

por Billingsley en el espaciode códigos. Claramentese tiene que R~ c B~ y por

tanto dimB~ =.s(p). Puestoque el conjunto R~ es mucho más pequeñoque el
conjuntode BesicovitchB~, una cuestiónprimeraes sabersi la pr—medidade R~

decaerespectoa la de B~, dondep~ esla medidaautosemejanteen E asociadaal

vectorp. Considerarel conjunto

lZ~ = {i E M”~ :1 6¿(i, le) — p. 1= O(le’), paratodo i E M} C MM. (5.37)

La ley del logaritmo iteradopermitedemostrarqueel conjunto RI, tienevp—medida

nula. EsopermitedemostrarqueR~ tiene pr—medidanula.

Lema 5.3.1 Seap E 72+, y p~ la medidaautosemejanteasociada.Entonces

p~(R~)= 0,

donde14> es el conjunto definido en (5.36).
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demostración:

Las ideasen el espaciode códigosson las de [Bil 60]. Considerarel conjunto a’
4={IEMt<:16.(i,le)—p¿l=o( (loglogk ~~11/2) para todo i E M}. a’k le /

La notacióncon “o” pequeñaquieredecirque,paracada i e M a’
Bm ¡Si(i,le)—píI —o

k—.oo (le—’ loglog k)’/2 —

y por tanto

lim le¡6¿(i,le)—p¿¡—o a’
k—.oo (leloglogle)’

La ley del logaritmo iteradoaplicadoa la sucesionesdevariablesaleatorias{S~}k

a’(con A~ la variable centradaindicadorade i, ver definición en (5.14)), implica
entoncesque el conjunto LP tiene vr—medidanula ver (5.16)-(5.17). Claramente

7Z~ c L,, lo que pruebaque v~(7Z~) = 0. Esto no bastaparaprobarque el con- 1
junto R~ tieneji—medidacero,puestoque ic’(R~) D l?p. Sin embargo,el e—lemma
pruebaque 1

ji~(R~) = vp(r’(Rp \ Er)) =Vp(lZp) = 0, (5.38)

y tambiénel lema. O a’
Porlo tanto, el conjunto .R~ esde gr—medidanula,y puedesucederquetambién

la medidageométricadecaiga. De hecho, la dificultad estáahora, antesque en a’
encontrarla medidade ¡-4> en dimensións(p), en encontrarunacotainferior para

la dimensión. Ello sedebea que los métodosdedensidadempleadoshastaahoraen a’
estamemoria(y en la literatura) requierensiempreconjuntoscon medidapositiva
parala obtencióndecotasinferioresde la dimensiónde llausdorff(ver capítulos3 y a’4). Sin embargo,estaexigenciasepuededebilitar usandoel conceptode dimensión
de Hausdorffque Bilhingsley introdujo en [Bil 60], y que definimos a continuacion. a’

Seau la medidaproductoen MN asociadaa p E 72k. Sea {ZS}SENel proceso

independientebajou enMM (deBernouilli) dadopor Z>(i) = i
5 parai = (i,i2...) E a’

MM. Sea A c MM, y 6 > O se dice que una colecciónfinita o numerableU de
cilindros esun (u,6)—recubrimientodeA si ¿‘(u) <6 paratodou E U, y A C U~cuU. a’

a’
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Parat > O sedefinela medidade Hausdorff—Billingsleyi—dimensionaldeA (asociada
a la medidau y al proceso{Z5J5) mediante

h..(A) = hm inf{ >5 ¿‘(u)t : U esun(tsb)— recubrimientode A}, (5.39)

IIEU

y la dimensiónde Hausdorff—Billingsleyde A estádadapor

dim~A = sup{t : h,(A) = +oo} = inf{t : 14(A) = 0}. (5.40)

El númerodim11A dependedel procesotambién,pero como permaneceráfijo en

nuestradiscusiónsólo destacamosla dependenciaen la medidau. Sedemuestraen
[Bu 60] que la expresióndetrásdel lirn¿.....0 en (5.39) (que se denotapor h~(A,6))

es una medidaexterior,que el númerodefinido en (5.40) tiene sentido,y que O =
dim~ =1 (si todo i E M”

4 tiene ¿‘—medidacero).

Aunque v~(lZ~) = O, Biilingsley [Bil 60] demostróusandotécnicascombinatorias
que

(5.41)

Así que ‘si se considerael conjunto donde6í(i, le) —> p~ a cierta tasay luego se
aumentala tasa,la medidadel conjunto sehaceO muchoantesdequela dimensión

decaigapor debajode 1,.

Se tiene que dim~A = 1 si ¿‘(A) > 0, mientrasque desdeluego la implicación

contrariano es cierta. Nuestroobjetivo es demostrarque la hipótesis,más débil
que ¿‘(A) > 0, deque un conjunto tiene dimensiónde Hausdorff—Billingsley1 basta

para obtenerinformación sobrela dimensióngeométricade su proyecciónpor ir.

Sin embargo,seránecesarioque el hecho de que un conjuntoA en el espaciode

códigostengadimensiónde Hausdorff—BiUingsleyplenano sedebaa la contribución

del solapamiento.Se demostróen el e—lema que ~~(r1(e)) — 0 parap E 72k, y

se puedepensarque tambiénsetiene el resultadomásfuertede que la dimensión

de Hausdorff—Billingsleyde r’(e) esestrictamentemenorqueuno. Ello tendríala
importanteconsecuenciadequesi dim,,A = 1 entoncestambiéndim.}A\irl(e*)) =

1. Del lema 2.2.4 sesabeque e* cE ir(E), y entoncesir¶(O*) cE E, dondeE esel

conjuntodefinidoen (5.42). Portanto,sisetieneengeneralquedim~E< 1, entonces

setiene tambiénque dim~icl(e*) < 1. Estesin embargono esel caso.Se sabedel

lema 2.2.4 que ¿‘(E) = 0. Puedepensarsede estoque el conjuntoE (y por tanto
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queel conjunto r1(e*)) contenidoen E es‘pequeño’. La dimensiónde Hausdorff—

Biflingsley precisamentematizael hechodeque el conjuntoE seaimprobable(i.e.
de ¿‘—medidanula). En estecaso,sepuedeprobarqueel conjuntoE esimprobable,

pero‘no demasiado’,esdecir, tienedimensiónde Hausdorff—Billingsleydim,.> plena

paratodo p E 72+• Demostramosen el siguienteteoremaque la dimensiónde E
esuno cuando¿‘ = ¿‘a, i.e. el vectorde probabilidades p = p.. El caso generalse

pruebacon ideassimilares.

Observarque E se puede escribir como

A(j) = {i E MU : ¿~(i) = 01.
donde

U A(j),
.IEM

(5.42)

(5.43)

Teorema53.2 Seap~ = (r : i E

(5.42), entonces

M) E 72k. SeaE cE MM el conjuntodefinido en

dim~.E = 1,

donde¿‘A esla medidaproducto en ME asociadaa

demostración:

Seaj 6 Mk, y considerarel conjuntoA(j) definido

junto devectoresdeprobabilidadde 1am” dadopor

= {~= ((~ :1 E Mk) c : >3(1 = l,C.j =
¡EM”

en (5.43). Definir el subcon-

Si seconsidera,paracadale y paracada1 E MM, el vectorde frecuencias

6(1,le) = (bi(i, le) :16 Mm”),

el conjuntoA(j) sepuedeexpresarcomo

A(j) = {i E M~ : lim d(6(i,le),S
1)=

—l

a’

a’
a’
a’
a’
a’
a’

(5.44)

a’
4
a’
a’

0, y(¡>0parai~j}.

a’
a’
a’

J

a’

j
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donded(.,.) denotadistanciaeuclídeaen IR””‘.

Considerarahorael vectorde probabilidadp5(le) = (rf : 1 6 Mk). Se demostró

enel capítulo4 (ver la sección4.2) que la medidaproductoasociadaa p.(le) es la
medida¿‘a. En realidadseprobóallí queestosucedeparala medidaji3 comomedida
invarianteparael operadorde Hutchinson,perocomo jiA y ¿‘~ son ‘isomorfas’ (i.e.

sus espaciosde medida),y el isomorfismode espaciosde medidaes una relación
de equivalencia,el resultadosetiene tanbiénparala medida ¿‘a. Si se considera

el vectorp9(le) y la medidainducida¿‘a, y seexpresaA(j) comoarribasetiene el
siguiente resultado,que Billingsley demostróen [Bil 61]

SI 41 log 4idimvakj) = sup . (5.45)
CC~ 51 4’ logr1

Paraq E IN arbitrario,y vectoresde probabilidadde ~ C = (4¿ : i = 1,... ,q)

y p = (p¿ : i = 1, ... , q) cualesquiera,se tiene la desigualdad

(~ log ~ < 1. (5.46)
4~ log pj

Esto puede justificarsede la siguientemanera. Suponerque el cocienteesmayor

estrictamenteque 1. Ello equivalea queS~ 4í log(Q’p¿) > 0. Peroestaúltima
expresiónes la informaciónde Leibler—Kullback [Bil 60] o la entropíarelativa de

4 respectode p, que es siempreno-negativa[Ren 70]. Por tanto se tiene (5.46).
Observarquesi seponeen (5.46) q = rnk y cada<~ como(¡ = rf paracada1 E Mk,
el cocientetoma el valor 1, peroestaelecciónde 4 no estáen .%. Paraevaluarel

supremoen (5.45) consideramosel vectordeprobabilidadC~ E SJ definidopor

>3 rf = 1, (5.47)
‘E Mk

dondet = t(j). Puestoque >3 rf <1, y la función >3 4’, esdecreciente

ieMk icMk

i#j i#j
en x, setiene que t < s.



a’
150 5. ANÁLISIS FRECUENCIAL EN CONJUNTOS AUTOSEMEJANTES a’

a’
Ahora, el cocienteen (5.45)sepuedeexpresarcomo

t ~ Cí log Ci
sZ¡~~C¡logr{’

demodo queel supremo C~ log

sup
CC~ 2i#i Cí log r

1

sealcanzapara40 y toma el valor 1 (ver (5.46)). De aquíseobtieneen (5.45)

dim,..1A(j) = £=1<i, (5.48) a’
dondet(j) esel valor real definido en (5.47),y j E M* arbitrario.

Podría pensarseque, puestoque dirn~6A(j) < 1 paratodo j E M*, se tiene a’
dimE < 1. Esto no escierto, ya que cuandola longitud de la secuenciaomitidaj
tiendea infinito, el valor 1(j) seaproximaa s y por tantola dimensiónde Hausdorff— a’
Bilingsley del conjunto A~ estáarbitrariamentepróxima a 1. A continuaciónse

precisaestaidea. Fijar un código j E MN cualquiera. Considerarle E IN, y sea 1
t = 1(k) tal que

>3 4=L a’
í#j(le)

~~1
Puestoque

>3 r{= >3 rF+rj(k)=1+rI(k> >3 r~+rj(~),
¡EM” i E M” ¡EM”

1!=1(k)

setiene —1
>3 rl—>? rí<rj(k). (5.49)

íEM” 1CM”

Por tanto, si k setomasuficientementegrande,9(k) > O esarbitrariamentepequeño, a’
y por tanto 1 = 1(k) estáarbitrariamentepróximoa s (de (5.49) y de la continuidad

de la funcióninversade SICM” 4’). Porlo tanto, tomandole suficientemente grande,

el conjunto A(j(le)) tiene dimensiónarbitrariamentepróximaa 1, y entonces

dimE = supdimA(j) =1, a’
.jCM

lo que demuestrael teorema.O

a’
a’
a’
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Nota 5.3.3 Observarqueel argumentode continuidad del teorema puede utilizarse

para demostrar que

dim~~B = 1

para todo p E 7< A continuación se esboza la extensión del argumento del teorema

5.3.2 para p E 72~ arbitrario. Seaj E M~ arbitrario, y considerar A(j(le)) como en

(5.43). Considerar~k = (p¡ : 1 E Mk) y la medida producto inducida en que,

razonando como antes, coincide con ¿‘p. Entonces la fórmula de Billingsley (5.45)

diceahora
~¡4¡logC

¡

dim,,.>A(j(le)) := s(C)= sup ~.~•logp~ 1
CCSJ<k>

donde SJ(k) está definido como antes. Si se pone C = p en la igualdad anterior se

tiene s(p) = 1, pero p ~ Sj<k)~ Sin embargo, si se toma toma le suficientemente

grande, de modo que PJ(k) esté próximo a 0, un argumento de continuidad muestra

que existeC E SJ(k) tal que la diferencias(p) — C es arbitrariamente pequeña, y

por tanto la dimensión de A(j(k)) respecto a ¿j~ estáarbitrariamentepróximaa 1.
Puesto que para cada le E 114 dim~B =dim.9A(j(k)), se tiene que dim,..>B = 1.

El siguiente teorema debilita las hipótesis del corolario 3.2.9. Comose explicó en

la nota 3.2.10, la literatura obtiene las estimaciones de dimensión de los subconjuntos

geométricos IRÉ’ distribuyendo una masa en ]RN de modo que el conjunto que se

estudia tenga medida positiva. Si después se demuestra que la densidad logarítmica

(adecuada) toma un valor uniforme sobre los puntos del conjunto, entonces se tienen

resultados de dimensión del conjunto. Estos son los teoremas de densidad que se

demostraron en la seccion 3.3. Si el conjunto que se considera no tiene medida

positiva, para alguna medida de la que se dispone en el contexto, no hay técnicas

estándar para atacar el problema de estimar su dimensión por debajo. El siguiente

teorema proporciona un camino para estimar la dimensión cuando el conjunto tiene

medida nula. Esta idea no se ha explotado aún en la literatura del área, pero nuestra
opinión es que puede resultar ciertamente útil si se consigue manipular la dimension

de Hausdorff—Billingsley. Nos permitirá obtener la dimensión del conjunto de ¡¡,—

medidanula R~ definido en (5.36).

Teorema5.3.4 Seau una medidaproducto en MN, y A cE
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i) Si
liminf log¿’(i(k)) =7

k—.oo log fl(k)

entonces dim(ir(A)) =y.

4

4.
para todo i E A,

ji) Si

1..~log¿’(i(le)) =fi
k—.oc, log r¡(k) para todo i E A,

y ademásdim~A\ ,c
1(e~j = 1, entonces dim(r(A)) > fi.

ir es la proyeccióndefinida en (1.14).

demostración:

1) Seat > ‘y, paratodo i E A setiene

¿‘(1(k)

)

limsup > 1.
k—...,, r¡(k)

Portanto la t—densidadsuperiorsobrecilindros definidaen (3.10) verifica, paratodo
x E ir(A)

y el teoremade densidad3.2.3 implica entoncesque dim(ir(A)) < t.

1 > 7 esarbitrario setiene dim(ir(A)) <y.
Puestoque

II) Seat< 1, existeun 6~ tal que todo(¿‘,S)—recubrirniento{u,}
5 deA\rl(O*),

con 6 < 6~, verifica

>3¿’
t(u

5)>0. (5.50)
5

Ello esposiblegraciasa quela dimensiónde A \ ~c’(e) es 1. SeaD = ir(A) \ Er.

Bastademostrarque dimD > /3. Puestoque 22 d4~ c’(D) = A \ r
1(e) se tiene

que dim~V = 1 y que

k logr¡(k)

paratodo i E 23. Sea~ < /3, y considerar, para cada n E 114 el conjunto

23,,, = {i EV: ¿‘(1(k)) <4(k) paratodo le> n},

152

SI

4
SI
SI
—i

.4

1

4
SI
4
SI
SI

(5.51)

1
á

SI
SI
SI
SI
SI
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demodo que {V,.},. esuna sucesióncrecientea 23. Puestoque

dim,V = sup dim~V~
nEM

(estosepruebaen [Bil 60]), existen0 tal quedim~V~ > t paratodo n =n0.

Seaun n > n0. SeaO < ~ < min{u”,6’/~}, y considerarun ~—recubrirniento{B1}1

porbolas de i4V~). Considerar,paracadai, el conjunto de cilindros geométricos

0(B1) definidoen (3.11), i.e.

G(B1) = {F«k) :16 MM,F¡(k) fl B1 ~ G,r¡(k) =1.B, j, pero r¡(k..1) >¡ .81 ¡}.

Observarque

paratodocilindro 1(k) tal queF¡(k) 6 0(B1)paraalgúni. Puestoqueir(V~)flO* =

y U¿ Uusa(s1) i«u) es un u—recubrimientode r(V,.) mediantecilindros geométricos,
setienequeU = Uí Uuca(n~) u esun (y, 6)—recubrimientode 23,.. Como r,~ <17 <u”

paratodo cilindro u E U, y por tanto u = ¡(le) con k > n paraalgún i 6 23,., se

tiener~ > ¿‘(u) paratodo u E U. Usandoel lema3.2.1 seobtiene

>3[ B~ I~=f’ >3 r{~ =ft >3 ¿‘(u)t >0, (5.52)
UEU uCU

dondeq es la constanteen el lema 3.2.1, y la última desigualdadesconsecuencia

de (5.50). Por tanto (5.52) implica que dimr(V,,) =¿t. Si n —4 00 setiene que

dim(D) =¿. Puestoque ¿ <fi es arbitrariosesigueque dim(D) =/3, y por tanto
que dimir(A) > fi. O

Nota 5.3.5 Lo que subyacetras el teorema5.3.4 i) es que un recubrimientode A

en el espaciode códigossiempreproporcionaun recubrimientode ir(A) enel espacio

geométricoE. Sin embargo,la cota inferior (parteu)) tiene mayordificultad, y

requierela hipótesis de que dumA \ c’(Er) = 1, debido al solapamientoque se
produceenel espaciogeométrico.Ello sedebea querecubrimientosmuy ‘eficaces’
de A en el espaciode códigosno tienenque proyectarengeneralen recubrimientos

eficacesde ir(A). La hipótesisde que la dimensiónde Hausdorff—Billingsleyde A

sea1 no bastaparaasegurarque la de A \ ir’(ej tambiénlo es.
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Una aplicacióndirectadel teorema5.3.4 proporcionael siguiente

Corolario 5.3.6 Sea p E 72~ y ¿‘p la medida producto asociada a p en MM. 4
Suponerdim11r—’(e) c 1, entoncesdimRp = DimR~ = s(p), donde R~ es el

conjunto definido en (5.36). 4
demostracion: 4
ComoR~ cE Bp sólo hay que mostrarque .4

dimR~ =s(p). (5.53)

Seael conjunto
= {i e MM :1 &(i, le) — p¿ ¡= O(le’)}

Del resultadode Billingsley (5.41)setienequedim...lZp = 1. Puestoquedim~.C’(O) < 4
1, setiene tambiéndim11R,\ iC’(E)) = 1. El teorema5.3.4u) conA = 7Z~> implica
(5.53),ya que

Hm log ¿‘(1(k)) — s(p) S

paratodo i E %. k logr¡(k) 4
El corolario anterior setiene directamenteparasistemasde semejanzasIP con SIsolapamientovacio, y para autosemejantescomo el tapiz de Sierpinski, para los

que se sabeque r’(O) es numerable(y por tanto dirn,,,r’(O) = 0, ver [Bil 60]).

Observarqueno bastaconque e seanumerable.No obstante,pareceplausibleque 4
en el caso del conjuntoR~ setengadim.,7Z~ = dim.41Zp\ e) paratodap e 72+•

.4
A continuacionconsideramosun conjuntodefinidofrecuencialinente,peroadifer -SI

enciade los anterioressuselementosnoestáncaracterizadoporpropiedadesasintóticas
de las frecuenciasÑ(~), sino queguardan‘memoria’ de todaslas frecuencias6~(., le), .4
le E IN. En concreto,sea ‘1’ E S(N,2) formadopor dossemejanzas~ con fac-

toresde contracción1 > r0 =r1 > 0, y verificandola condición de abierto. Sea 12 4
el conjunto

12 = {i E MM : 6~(i, le) > 6i(i,k) paratodok E INI, (5.54) 1
s

SI
—I

s

SI
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y considerarelproblemadeencontrarla dimensióndeHausdorffdelconjuntor(12) cE

IRN.

Utilizaremoslas medidasautosemejantesy el teorema5.3.4 parademostrarel

Teorema5.3.7 Sea12 definido en (5.54), entonces

dim(r(12)) = s = Dim(ir(12)),

dondes estadado por r5 + r~ = 1.

demostracion:

Sea1/2 =p < 1, y sea v~, la medidaproductoen {0,
1}N asociadaal vector

(p, 1 — p). Resultadossobrepaseosaleatoriosmuestranque ¿‘1/2(12) = O (ver por
ejemplo[Fel 68]). Técnicasdeprobabilidadrelacionadascon funcionesgeneratrices

demuestranademásque la ¿‘y—medidadel conjunto 12 es positiva si 1/2 < p < 1
[Fel68].

Seap>1/2, y considerarel conjunto12flB~, dondeB~, esel conjuntodeBesicovitch

enel espaciode códigosasociadoal vector (p, 1 — p). Puestoque ¿‘~(S,, fl 12) > 0, en

particular
dim.~~ ((12 n ¡

3v) \ ir—’(e)) = 1,

debidoal e—lema. Por otra partesetiene

hm log¿’(i(k)) _ plogp+(1 —p)log(1 ~) (5.55)

k—.oo logri(k) plogro+ (1— p)logrj

paratodo 1 E 12 fl 1%,. Por lo tantoel teorema5.3.4 parteu) implica que

dimr(12) =dim(r(12fl Br)) =s(p).

Como p > 1/2 esarbitrario,si seconsideraen particularel vector de probabilidad

(r~,r) (observarquep = r~ > 1/2), setieneque

dimir(O) =s(r¿) = a. (5.56)

Puestoquea esladimensiónpackingdel autosemejanteE asociadoa IP, y ir(O) C E,

sesiguequeDimr(12) =a, y el resultado.O
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ti

Nota 5.3.8 Una técnicaalternativa,inspiradaen [Bil 60], tambiénproporcionala SI
cotasuperiorparala dimensiónpackingen el teoremaanterior. Puestoque la cota .4inferior coincide con la dimensióndel autosemejanteesoahorrael trabajoparala
estimaciónsuperior. Sin embargo,creemosque las ideasque sepresentandebajo

puedenaplicarseen otrassituaciones,e.g. cuandola estimacióninferior no da la 4
dimensión‘tope’, y porello las señalamos.Considerarel subconjuntode 1112 definido

porS= {(p,1—p): 1/2 <p< 1}. Entónces .4
d((60(¡, le),

6i(i~ le)),5) = O

paratodo1 E 12. Porlo tanto,paratodox = lr(i) E <fi) existeuncódigo1,, E ic’(x) 4
tal que

limsup < sup s(p). (5.57)
k—~ logr¡.(k) — (p,1—p)CS

El problemadeoptimizaciónsup(P1..P)Ess(p) es equivalenteal problemaconvexo SI
max

1/2=p<1 -.
que, por el teoremade Weierstrass,tiene solución.Estaseencuentrasin dificultad S
con un poco de cálculo,y vienedadaporp = r¿. Por lo tanto, de (5.57)sesigue SI

donder~(x) es la densidadlogarítmicasuperiorde la medidaji en z a’
= 1EC1(r) limsup log¡4F¡(k)) 4

log r¡(k)

Por tanto DimQ <s, y se consigue la cota superior.

a’
-i
ti

4
.4
SI
ti

SI



Capítulo 6

Conclusiones

En estamemoriase han presentadodiversosresultadossobrela geometríade los

conjuntosy medidasautosemejantes.El papelquetalesconjuntos,desdeprincipios

de los añosochenta,y de talesmedidas,desdefinales de los ochentay primerosde
los noventa,estánjugadoen la modernateoríageométricadela medida,esesencial.

Seandirigidas deterministao estocásticamente,las construccionesautosemejantes

componenla imagenparadigmáticade los hoy díatan ubicuosfenómenosfractales.

En este breve capítulo final apuntamos algunas observaciones referentes a los re-

sultadosque se han expuestoen estamemoria,y que a nuestrojuicio, ilustran la
investigaciónque hemosllevado a cabo. El capítuloen modo algunopretendeser

exhaustivo,ni recogerde nuevotodala informaciónque sepresentóenel preámbulo

de estamemoria. Asimismo, nuestrointeréstambiénconsisteen destacarpartede
la investigaciónque abrenuestrotrabajo.

Los capítulos2, 3, y 4 sehan dedicadoal estudiode la estructuraprobabilista,
dinámicay geométricadela familia demedidasautosemejantesp~, E M+ generadas

por sistemasdesemejanzasque verificanla condiciónde abierto.

El resultadocentraldel capítulo 2 (el O—lema)afirmaque, tambiéncuandohay
solapainientono trivial, el espaciodemedida(E,pr,) esisomorfoal espaciode Can-

tor abstractodotadode la medidaproducto¿‘, = fl~” p. Cuandolas construcciones

autosemejantessondisjuntas,suspropiedadestopológicassonlasdeun conjuntode

157
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Cantor. Cuandola construcciónes no disjuntapero verífica condición de abierto,

sepierdeestaequivalenciatopológicapero hemosdemostradoque semantienela
equivalenciacomoespaciode medida,de modo que puededecirseque todos los es-

paciosde medida(E, ¡¡p) son‘esencialmente’el mismocuandosetienela condición
deabierto. Esteresultadonospermiteresolverel problemaplanteadopor C. Bandt a’
sobrela singularidadmutuade medidasautosemejantesbajo condiciónde abierto:
dosmedidasautosemejantestalessonmutuamentesingulares.

El e—lemapermitetambiénobtenerunafórmulaparala dimensiónde lamedida¡¡~
en términosde la entropíade Kolrnogorov—Sinaí,y de los exponentescaracterísticos

de Liapunovasociadosa la dinámicadeuna aplicaciónsbift definidaen el conjunto
autosemejanteE (ver sección2.3). Dichas dinámicas,por otra parte,han servido

de ejemploclásicode laboratoriode las dinámicascaóticas.Fórmulascomola que m
seobtieneen el corolario 2.3.8, en el espíritude otrasfórmulasclásicasen la liter-
atura, arrojanunavaliosainformaciónacercade cómointervienenlas magnitudes

ergódicas(entropíay exponentesdeLiapunov),quemidenla estocasticidaddel pro-
cesodinámico que subyace,en la geometríade la dinámicacuandose representa
en un espaciométrico. Observarque hay muchasformas de proyectarel shift de

Bernouilli de ni códigos en un espacioambienteIR?. Como la entropíade la me- S
dida producto¿‘~ es invariantebajo isomorfismos de transfomacionesinvariantes,

no arrojainformaciónningunaacercade la geometríade ps,,. Es el ‘exponentede

Liapunov’del sistema(vernota2.3.9),i.e. el sistemadesemejanzas‘1’ finalmente,el
que ‘gradua’ geométricamente(y demaneradiferenteengeneralparacadaproceso

proyección)el contenidode incertidumbreprobabilistaen la evolución del shift de

Bernouilli (que escomúna todos los procesos). a’Es nuestraopinión que el O—lema resolverátotal o parcialmentealgunos de los
problemasabiertosen la literatura referentesa construccionesdonde se produce

solapamientono trivial [EM 92, Fal 94].

Las secciones3.3 y 4.3 en los capítulos 3 y 4 respectivamentemuestranuna a’
propiedadmásde ‘dualidad’ entrelas medidasde Hausdorffy las medidaspacking.

En concreto,sehademostradoquela medidaautosemejante¡¡y, essingularrespecto

a la medida de Hausdorff en su dimensión, HA(P); mientras que es continua respecto

a la medidapacking.PA(P). Diversosresultadosde la literaturadel áreaprofundizan

en la comprensiónde la mediday dimensiónpacking buscandolas diferenciasy a’
analogíasque tiene con la medida y dimensión de Hausdorff. El resultadoque

~1

a’
a’
a’
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hemosobtenidoexhibeuna divergenciano-trivial entreambosconceptosen lo que
a su comportamiento respecto a las medidas autosemejantes se refiere.

La geometríaautosemejantedesistemasinfinitos esuno los objetivosprioritarios
de la investigaciónactualenel área.Esteinteréssejustificafácilmente,si seconsid-

eranlas relevantesdiferenciasque la teoríade los sistemasinfinitos de semejanzas

tienecon respectoal casofinito, entreellasel resultadode ‘aproximación’enmedida
paraabiertosacotadosde IRN (ver [Mor i]) y que muestrala flexibilidad de estas

construcciones.Muchaspropiedadesdel casofinito estánabiertaso por reformular
en el casonumerable,con el interésañadidode que las ideasdel caso finito son

insuficientes para abordar el caso general. En la sección 4.2 hemos demostrado que

la fórmulade dimensióndel casofinito seextiendedemodo naturalal casoinfinito.

Paraello ha sido necesariodiseñarla técnicade ‘bola viajera’ introducidaen el

capítulo4. Es seguroqueestanovedosatécnicaserádeutilidad en otros problemas
y construccionesde teoríageométricadela medida,dondeserequiereunatraducción

del comportamientode unamedidaarbitrariasobrebolas al comportamientode la
mismasobrecompactosasociadosnaturalmentea la construccion.

El capítulo 5 centra el interés en las propiedades de medida y dimensión de sub-

conjuntosdel autosemejanteE. Como seexplicóen los preliminaresdel capítulo5,
desdeprincipios delos ochentalageometríaautoseniejantesólo haprestadoatención

a las propiedadesdel autosemejanteE, prescidiendodel estudiode propiedadesde

subconjuntosdeE relevantes.Nuestrao~iión esquela estructuradeprobabilidad
deque dotanlas medidasautosemejantes¡¡p E M+ al compacto E esesencialpara

comprenderel fenómenodela autosemejanza.Los conjuntosautosemejantestienen

unanaturalezaintrínsecamenteprobabilista.Esahasido la perspectivabajo la que

seles ha consideradoen estamemoria,y especialmenteen el capítulo5.

Dehecho,estaperspectivaprobabilistade la autosemejanzasurgede modo natural

tanto si seconsideranlas medidasp> como los conjuntosE (de nuevo asomala

dualidad medida—conjunto que hemos ilustrado en la memoria). Por una parte, las

medidas¡¡p estánsiempreasociadasa los conjuntosque ‘representan’toda la masa
de la medida,quetienenuna definición probabilistanaturalen términosde las fre-

cuenciasasintóticasde las semejanzasque intervienenen su génesismediantela
proyecciónir. El hechodequetalesconjuntossecaractericenmediantepropiedades

asintóticaslos convierteen SIP—invariantes,i.e. en autosemejantes(ver capítulo5).
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~1
Por otra parte,comoseexplicó en la sección5.1, si separtedel compactoE y uno
sepreguntapor los puntostípicos (respectoa la medidapp) del conjuntoE, surge

el conceptonaturalde los conjuntosquehemosdefinidoenestamemoriacomocon-

juntos de Besicovitch B~,que concentranla medida¡¡~ y son SIP—invariantes.En
cualquierade los dos sentidos,el fenómenode la autosemejanzaparecevinculado

a los conjuntosSIP—invariantesde pr—medidaplena(paraalgúnp). Esto sugiere

eliminarla restricciónde la compacidadal considerarlos conjuntosautosemejantes,
comohemoshechoen la sección5.2.

En nuestrotrabajohemosdemostradoqueexisteuna caracterizaciónfrecuencial

de los puntos típicos de E respectoa la medidade Hausdorff W (recordarque

s = dimE). Más aún, dicha caracterizaciónha supuestouna generalizaciónde la
ideaclásicade normalidadde Borelparalos puntosdel intervaloal contextode los

conjuntosautosemejantes.En concreto,hemosdemostradoque si seseleccionaun
punto al azaren E, con respectoala medidadeprobabilidadp~ =

setiene que la frecuenciaasintóticadel dígito i E M en el código quegeneradicho
puntoestádadapor r con pa—probabilidaduno.

a

Aunquela relevanciahistóricade los conjuntosde Besicovitchesobvia, sedebe a’mencionarespecialmenteentrela colecciónexhibida de los SIP—invariantesde Pi>—
medidaplenaal conjunto fino de BesicovitchB~,”», o como tambiénsehan llamado

aquíel conjuntodepuntossuper—normales de la medidapp/del conjunto E. Hemos

encontradosu dimensiónHausdorffy packing(quecoinciden),y hemosdemostrado

quela medidapackingensu dimensiónesinfinito, mientrasquela medidade Haus- a’
dorff es nula o infinito. Talesconjuntosno parecenhabersido consideradoshasta
hoy díaen la literatura,y sin embargotienenpropiedadesde regularidadestadística

que los convierteen candidatosmuchomás idóneosque los conjuntosgruesosde

Besicovitchpararepresentara la medidaps,. Recordarque, comosedemostróen
el O—lema,el conjuntoB~«’> no intersecael conjunto desolapamiento0, lo que ha

facilitado el desarrollode muchosrazonamientos.

a
El problemade encontrarla medidade Hausdorffexactade los conjuntosde

Besicovitch,5’ en particularde los conjuntosde Besicovitch—Eggleston,permanece

abierto. Puedeconsiderasetal problema,enel contextode los conjuntosdeBesicovitch—

a

a’
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Eggleston,como ‘clásico’ en teoríageométricade la medida. Encontrarla medida
de Hausdorffdel conjunto (muchomás pequeño)~ tambiénquedapor resolver.

Tenemosrazonesparapensarque ambosconjuntostienenla mismamedida~
y ésteesotro problemaque sehade resolveren el futuro. A nuestrojuicio, todas

estascuestionesestánrelacionadascon propiedadesprofundasde leyeslimite fuerte
en teoría de probabilidad. En particular, encontrarla igualdadentreel conjunto

y el conjunto de códigos quecumplenunapropiedadadecuadade tipo ‘logar-

itmo iterado’podríaresolverlos problemasmencionados.ManuelMoránhaprobado
algunosresultadosrecientementeenestadirección[Mor iv].

Mientrasqueel problemade la geometríade las medidasautosemejantesqueda

en cierto sentidocerradoen nuestrotrabajo, no sucedeasí con la geometríafre-

cuencialdeE del capítulo5. Es claro que haymuchascuestionesinteresantespor
estudiarenel análisisfrecuencialde los conjuntosautosemejantes.El profesorPertti

Mattila, porejemplo,sugirió el problemade encontrarla dimensiónde los subcon-
juntos de E que seobtienenfijando sólo algunade las frecuenciasasintóticas6~(i),
í.e. = {ir(i) : 6~(i) = p~, i e M1 c M}. Tambiénsepuedenconsiderarlos conjun-

tos másamplios ~, = {r(i) : limsupk.00&Í(i,k) = p~,i E M}, que Irl.G. Eggleston

consideróenun contextode teoríadenúmeros.

Extenderlas definicionesy resultadosen estamemonasobrelos conjuntosdeBesi-
covitch y otros conjuntosde tipo frecuencialal contextode medidasasociadasa

procesosestocásticosmásgenerales,e.g. markovianos[BEI-189], esotro problema
natural motivado por nuestrotrabajo. En tal caso, la referenciade Billingsley

[Bil 60, Bil 61] resultaimprescindible,que desarrollaun trabajoesencialprecisa-
menteen esecontexto.

Se puededar una definición naturalpara los conjuntosde Besicovitchen el con-

texto de construccionesde Moran [EM 92] o de construccionesdirigidas por grafos

[MW 88], que no necesitanestar ‘especificadas’por semejanzas.Todo el programa

deanálisisfrecuencialarribapropuestoestáabiertoen estetipo de construciones.

Nos gustaríacerrarestamemoriacon dosobservacionesfinales acercade la dis-

cusióndel preámbulosobrela interacciónentreprobabilidady teoríageométricade

lamedida. Destacar,porunaparte,lacontribuciónesencialde las técnicasdeproba-
bilidad anuestrotrabajo: desdeluegoen laaplicaciónde leyesde limite fuertecomo
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la potenteley del logaritmo iterado; pero también(de maneramenosobvía) en la a’
técnicade ‘travelling bali’ ,por otrapartede inspiraciónpuramentegeométrica.En

segundolugar, insistir en que el inspiradotrabajode Biflingsley proponeun punto
de partida paraque la dimensiónde Hausdorffdesempeñeun papel relevanteen

probabilidad,comomuestrael siguienteejemplo.Considerarla familia de procesos a’
estocásticosque consistenen el lanzamientorepetidodeunamonedacon probabili-
dad de carap =1/2. Si sehacela identificaciónusual del espaciode probabilidad
del proceso{O, 1}’~ con el intervalounidad,setienedel teorema5.3.7queel suceso12

que consisteenhaberobtenidoen todomomentomayornúmerode carasquecruces
tiene dimensión1 y ¿‘y—probabilidadpositiva de ocurrir si p> 1/2 (ver sección5.3 a’
paralas definiciones). En el casode la moneda‘justa’ la medidadel sucesofi es

nula,perola dimensiónsiguesiendo1, lo quesecorrespondecon queel hechodeque —~

la ¿‘i/2—medidade 12 seanulaes poco robustofrentea la familia de estosprocesos, a

i.e. en términosprácticos,el suceso12 ocurre‘fácilmente’ inclusoparauna moneda

‘justa’. Así, la dimensiónde Hausdorff—Billingsleymatizade modo inequívocola a’
posibilidadde ocurrenciade los eventosimprobables.
Otra razónimportantepor la que la dimensiónde Hausdorff—Billingsleypuedere- a’sultarde interésestáun poco alejadade los problemasque noshan ocupadoaquí,
pero mereceun breve comentario: la dimensiónde Hausdorff—Billingsleypropor-

cionaun conceptode dimensiónasociadoa un procesoestocásticoe independiente a’
decualquierrepresentacióngeométricadelmismo. Estotieneun interésclarocuando

secomputala dimensión(e.g. decorrelación)de lamedidainvariantedeun proceso a’
estocásticoenel análisisno—lineal deseriestemporales[MMR 95].

a’
a’
a’
a’
a’
a’
a’

a’
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