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Preambulo.

La Teoria Geométrica de la Medida y la Geometria Fractal tienen por objeto
el estudio de subconjuntos de espacios métricos {en muchas ocasiones IRV con la
topologia usual) ‘excepcionales’ desde el punto de vista de la medida, esto es, con-
juntos con medida de Lebesgue nula. Si bien la cuestién general de como ocupan
el espacio ambiente los conjuntos excepcionales se puede abordar desde diversos
frentes, el primer objetivo de las mencionadas disciplinas es ‘calibrar’ el tamafio de
éstos conjuntos. Cuando el modo en que se distribuyen es irregular, en el sentido de
que estan lejos de ser variedades diferenciables, tales conjuntos excepcionales podrian
ser denominados genéricamente ‘fractales’. De este modo, la primera cuestién rele-
vante que debe solventarse referente a un conjunto fractal desde el punto de vista

de su geometria, consiste en cuantificar la manera en que el conjunto ocupa RN.

Las Matematicas disponen desde principios de siglo [Hau 18] de una herramienta
capaz de evaluar de manera precisa el tamafio de un conjunto fractal: la familia de
medidas de Hausdorff {H' : t > 0}, y de un parametro que resume el compor-
tamiento de un conjunto cualquiera frente a esta familia: la dimension de Haus-
dorff, que se denotard mediante ‘dim’. Otros conceptos de dimensién y/o medida
han surgido desde entonces con la misma motivacién. Uno de estos conceptos, la
medida y dimensidn packing (se denotaran por P* y ‘Dim’ respectivamente) intro-
ducida por C. Tricot en 1982 [Tri 82}, ha recibido especial atencién en los tdltimos
afios, y su estimacién junto con la de la dimensién y medida de Hausdorff es una
cuestion estindar en la investigacién reciente (las definiciones pueden verse en el

capitulo 1).

Lejos de constituir una galeria de curiosidades patolégicas, como fueron consider-
ados en un principio los conjuntos que Cantor, Peano y otros concibieron alrededor
del tltimo cambio de siglo, los conjuntos ezcepcionales han desempefiado un pa-
pel relevante en diversas areas de la matematica de sabor a priori diferente al de

la geometria fractal. Entre ellas, por citar algunos ejemplos, estan las ecuaciones
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en derivadas parciales, e.g. en el problema de la singularidad de soluciones de las
ecuaciones de la dinimica de fluidos en tres dimensiones [CKN 82]; los sistemas
dinémicos, e.g. en el régimen asintético de muchos sistemas disipativos: los atrac-
tores extrafios [ER 86]; la variable compleja, en el problema de la eliminacién de
subconjuntos del dominio de funciones analiticas acotadas [Mat, Car 66]; la teoria de
niimeros, e.g. aproximacién diofntica, fracciones continuas, distribucién de digitos
[Egg 49, Fal 90] (parte de nuestro trabajo tiene gran relacién con el dltimo prob-
lema mencionado). En los textos de Falconer [Fal 90] y de Guzman, Martin, Moran y
Reyes [GMMR 93] se proporciona una panoramica sobre la ubicuidad de los conjun-
tos excepcionales tanto en dreas de las matematicas como de las ciencias aplicadas.
Todo ello no hace sino ilustrar la relevancia del problema de la estimacién de la
medida de tales conjuntos. Cuando un conjunto ‘excepcional’ aparece en un prob-
lema de manera relevante, la primera cuestién de interés es estimar su dimension
y medida de Hausdorff y packing. La relacién entre ambos conceptos para el con-
junto considerado proporciona valiosa informacién sobre la estructura geométrica
del conjunto.

Una de las dreas que no se ha citado arriba es la teoria de la probabilidad, y
sin embargo los ejemplos cldsicos de la probabilidad geométrica (aguja de Buffon,
paradoja de Bertrand, etc.) sugieren que la conexién entre geometria y probabilidad
es ciertamente antigua y fructifera. Mas ain, sise considera que el problema primero
de la probabilidad, i.e. estimar la probabilidad de los sucesos de interés, se reduce
a un problema de medida en RN, puede pensarse que en efecto la probabilidad esta
{ntimamente vinculada a la geometria de los conjuntos de RN, Aunque esta afir-
macién sea opinable, debe darse la razén a quien la desestime como justificacion para
que la probabilidad aparezca en la relacién del parrafo anterior. Ello es asi porque
el problema matriz de la geometria fractal, i.e. la estimacién del tamafio de los con-
juntos de medida nula, ha sido tradicionalmente desestimado por la probabilidad,
que persigue genéricamente situaciones “casi seguras” sin preocuparse precisamente

de las excepciones.

Del pérrafo anterior puede obtenerse la idea de que la geometria de los conjun-
tos excepcionales s6lo estd destinada a jugar un papel anecdético en probabilidad.
Nuestra opinién es definitivamente en el sentido opuesto: creemos que las técnicas

de teoria geométrica de la medida pueden aplicarse de manera relevante en prob-



PREAMBULO 9

abilidad. Las ideas pioneras de Billingsley [Bil 60], que serd una de las referencias
basicas de nuestro trabajo, reafirman sin duda esa creencia. La técnicas que Billings-
ley emplea parala’ geometrizacién de la probabilidad’, recuperadas en cierto sentido
por Tricot veinte afios después, han jugado un importante papel en el desarrollo de

la teoria geométrica de la medida.

Por otra parte, en scntido contrario debe afirmarse a ciencia cierta que la prob-
abilidad desempefia hoy dia un papel esencial en geometria fractal. La lista de
trabajos de este drea que hacen uso de resultados de probabilidad y de la teoria
de procesos estocasticos es ciertamente extensa: por citar algin ejemplo, [BEH 89,
CM 92, Per 94, Fal 94]. Tanto es asi que puede decirse que algunos resultados
geométricos estén pendientes de otros que se formulan en términos estrictamente
probabilistas. En nuestro trabajo suceden ambas cosas: resultados clasicos de prob-
abilidad intervienen en la prueba de alguno de los resultados que se presentan en
esta memoria; y por otra parte algunos problemas que quedan abiertos se reducen
a resolver problemas puramente probabilisticos.

El trabajo que presentamos se sitla, dentro del irea de la teoria geométrica de
la medida, en lo que genéricamente puede denominarse geometria autosemejante, en
alusién al tipo de construcciones geométricas que estudia. La geometria autoseme-
jante esti estrechamente vinculada a la probabilidad arriba mencionada, al menos
en tres aspectos relacionados y complementarios. Estos tres aspectos se recogen a
continuacién puesto que en nuestra opinién motivan la naturaleza ‘probabilista’ de
la geometria autosemejante; y ademds introducen los objetos y las técnicas de que

se ocupara esta memoria.

e La primera observacion tiene que ver con el modo en que se construyen muchos
de los paradigmas de conjuntos ‘excepcionales’ los conjuntos de tipo Cantor.
Se obtiene un continuo de puntos mediante interseccién numerable de familias
de cerrados disjuntos. Ello proporciona un espacio de cédigos abstracto {el
conjunto de Cantor abstracto) de manera que cada punto del fractal se identi-
fica con (codifica como) una realizacién de un proceso estocistico discreto, que
tiene lugar en el espacio de cédigos. Un conjunto autosemejante se puede en-
tender de modo natural como el conjunto de todas las posibles realizaciones de
un proceso estocastico de pruebas repetidas (i.e. de variables independientes
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e idénticamente distribuidas). Este es el punto de vista que aqui se adopta, y
nos conduciré a considerar subconjuntos relevantes de ‘realizaciones especiales’

y preguntarse por sus propiedades geométricas.

Un punto de vista alternativo pero complementario consiste en considerar el
conjunto fractal como soporte de la(s) medida(s) de probabilidad que sea(n)
relevante(s), y preguntarse por las propiedades geométricas de dicha(s) me-
dida(s). Alternativamente, se puede pensar en la medida de probabilidad de
que esta dotado el proceso estocdstico que ‘genera’ el conjunto autosemejante
como en el parrafo anterior. Ello desplaza la atencién de los conjuntos a las me-
didas, proporcionando en general una aproximacion alternativa a la geometria
de las distribuciones de puntos/de masa en un espacio métrico. La dualidad
medida—conjunto se puede entender como consecuencia de que toda medida
de probabilidad esta asociada de manera natural a los conjuntos (no necesari-
amente cerrados) capaces de concentrar toda la masa de la medida, y de que
todo conjunto se puede contemplar desde el punto de vista de las medidas
que puede ‘soportar’. Esta éptica alternativa, que considera las medidas per
se, y se pregunta por sus propiedades geométricas, ha recibido de hecho gran
atencién tanto en teoria geométrica de la medida, e.g. analisis multifractal
[CM 92, EM 92, Fal 94], IFS recurrentes [BEH 89); como en otras 4reas, e.g.
sistemas dindmicos [ER 86), y andlisis no-lineal de series temporales [MMR 95)
(v referencias alli).

La tercera observacion estd en relacién a las técnicas geométricas que se em-
plean para el analisis de las medidas y los conjuntos que nos ocupan. Hay
al menos dos modos de obtener estimaciones para la medida y dimensién de
Hausdorff y packing: usando recubrimientos (global), y usando densidades (lo-
cal). El papel relevante que tiene hoy dia la dimensién packing se debe a que se
comporta localmente de manera dual a la medida Hausdorff, como demostré el
profundo trabajo de Tricot a principios de los afios ochenta [Tri 82). La técnica
que aqui se usa combina las técnicas geométricas locales, que permiten reducir
el calculo de medidas y dimensiones (una cuestén global) al calculo de den-
sidades (una cuestién local), con algunos resultados cldsicos de probabilidad,
que permiten evaluar dichas densidades.

En este trabajo presentamos por tanto propiedades de dimensién y medida de
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Hausdorff y packing de medidas y conjuntos autosemejantes. Un conjunto autose-
mejante es grosso modo aquel que se puede escribir como unién de copias a escala de
si mismo. Otro punto de vista es entender los conjuntos y medidas autosemejantes
asociados de modo natural a un proceso de Bernouilli (de pruebas repetidas) que
tiene lugar en el espacio de cédigos abstracto. En concreto, si M = {1,2,...,m},y
P = (p1,P2,---,Pm) €s un vector de probabilidad en M, el espacio de cédigos es el
espacio producto M™ := []{® M, y la medida producto asociada a p es vp =11 p,
entonces el conjunto autosemejanie E se obtiene como una proyeccién continua del
espacio MM, E = x(M™), donde la aplicacién 7 se define a partir de un sistema
de semejanzas contractivas de RV ¥ = {¢p; : i € M} (ver (1.14) para la definicién
de 7). De modo similar, se obtiene la medida autosemejante pp como la proyeccién
mediante 7 de la medida vy, i.e. pp = vp o 771, Todas las medidas autosemejantes
estan soportadas en el conjunto compacto E.

Aunque no se asocia usualmente con la idea de autosemejanza, el ejemplo mas
sencillo de conjunto autosemejante es el intervalo unidad, que desde luego se consigue
como unién de m copias de si mismo a escala m~!. Cada punto en el intervalo estd
‘codificado’ de manera natural por la secuencia (infinita cuando hay dos) formada
por los coeficientes de su expansién en base m.

La geometria autosemejante recibe intensa atencién en la investigacién activa en
geometria fractal. En nuestro trabajo hemos obtenido resultados sobre geometria
autosemejante al menos en los tres aspectos que se han comentado arriba. Estos se

detallan separadamente debajo.

En cuanto a la organizacion de los resultados que contiene esta memoria se debe
senalar lo siguiente. En el capitulo 1 se recogen las definiciones que serén de uso
comun y continuado a lo largo del texto, y no contiene por tanto contribuciones
originales. La primera seccion de cada capitulo bien presenta y sitia los problemas
que se resuelven en el capitulo en su contexto adecuado (secciones 2.1, 5.1), bien
ilustra ademas las técnicas que se usan, revisando su uso y trascendencia en la
literatura (secciones 3.1, 4.1). Se ha preferido insertar en el texto en el momento
oportuno los resultados especificos conocidos en la literatura de los que se hace
uso. A continuacién se detallan estos resultados. En la seccion 2.3.2 es necesario
el teorema ergédico multiplicativo de Oseledec y la invariancia bajo isomorfismo



12 PREAMBULO

de ciertas propiedades de teoria ergédica (que se pueden consultar en [Wal 82] en
detalle). La ley del logaritmo iterado se usa en las secciones 3.3, 4.3, y en alguna
ocasién en el capitulo 5. La versién que necesitaremos estd enunciada en la pagina
85. Un teorema de S.J. Taylor y C. Tricot de 1985 [T'T 85], que se necesitara en la
demostracién del teorema central del capitulo 4 se enuncia en la pagina 115. La parte
del teorema 3.3.3 referente a la dimensién Hausdorff fue probado en [DGSH 92],
sin embargo la demostracién aqui es algo diferente. Todos los resultados que se
enuncian y demuestran en esta memoria, a excepcion de los explicitados arriba, son
aportaciones originales. Como referencia de uso, los resultados que estan numerados
dentro de cada capitulo son propios, mientras que los resultados de la literatura que
se usan puntualmente (los mencionados arriba) no lo estén.

El resto de este capitulo de presentacion se dedica a precisar los principales resultados
que se incluyen en esta memoria y a poner de manifiesto su relacion con la literatura
del 4rea. Consideraciones mas precisas sobre técnicas, antecedentes, y relevancia de
los problemas que se abordan se pueden encontrar en la seccién preliminar de cada
capitulo.

Resultados sobre la Geometria de Medidas Autosemejantes.

Una medida en IRY es un objeto abstracto, que se ‘visualiza’ geométricamente rep-
resentando los conjuntos que concentran la masa total de la medida. Se debe pensar
por tanto en una medida como ‘excepcional’ o ‘fractal’ como aquella que se puede
concentrar en un conjunto de medida de Lebesgue N—dimensional nula. En términos
cldsicos de teoria de la medida éstas se denominan medidas singulares. Hemos en-
contrado tres tipos de resultados referentes a las medidas autosemejantes: sobre la
estructura de los espacios (E, up) como espacios de medida abstractos, relativos a
pp como medida invariante y ergédica de un sistema dindmico sobre E, y resulta-
dos relativos propiamente a la geometria de pp en IRY. Los dos primeros tienen
implicaciones luego en los aspectos geométricos de la medida.

Las medidas autosemejantes son genéricamente medidas fractales, o singulares
respecto a la medida de Lebesgue. Cuando el conjunto E es disconexo, i.e. la
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proyeccién m es una biyeccién y por tanto E es topoldgicamente un conjunto de
Cantor, la ley fuerte de grandes nimeros implica que dos medidas autosemejantes
son mutuamente singulares. C. Bandt plante6 en 1991 [Ban 91] si esta singularidad
se mantiene en el caso en que 7 no es inyectiva, y por tanto hay puntos que tienen
cédigos muiltiples. Al conjunto de puntos de E con miiltiples anteimigenes por
7 se le denomina conjunto de solapamiento de E (o del sistema de semejanzas).
En general, este es un problema complejo, para el que incluso en el intervalo sélo
hay respuestas parciales. En el caso en que se verifica la condicién estandar de
separacién, i.e. la condicion de abierto (ver 1.15), hemos encontrado la respuesta
al problema de Bandt en sentido afirmativo. Es importante notar que, lejos del
caso del intervalo expuesto arriba, donde el conjunto de solapamiento es numerable
(y por tanto trivial dimensionalmente), el conjunto de tales puntos puede ser muy

importante geométricamente.

En realidad la solucién al problema de la singularidad de medidas autoseme-
jante expuesto arriba, es un corolario de un resultado acerca de la estructura del
espacio de medida (E, ytp), que hemos llamado ©-lema. Como consecuencia directa
del ©-lema, se demuestra que (E, pp) es isomorfo como espacio de medida al es-
pacio (M™,vp). Esto tiene implicaciones durante todo el trabajo posterior. Debe
sefialarse que hay referencias explicitas en la literatura aludiendo al problema de si
el conjunto de solapamiento puede concentrar ‘mucha’ medida autosemejante. En
concreto, los trabajos sobre descomposiciéon multifractal de Cawley y Mauldin para
medidas autosemejantes en construcciones disjuntas [CM 92], de Edgar y Mauldin
para medidas markovianas en construcciones dirigidas por grafos [EM 92], y de Fal-
coner para medidas estadisticamente autosemejantes [Fal 94] plantean como prob-
lema inicial para extender sus resultados a casos mas generales (no—disjuntos) el que
la medida del conjunto de solapamiento pueda no ser nula. El ©-lema demuestra
que ese no puede ser el caso para las medidas autosemejantes bajo condicion de
abierto. Los argumentos empleados para obtener este resultado se pueden extender
con seguridad a las medidas consideradas en [EM 92| y [Fal 94].

Un resultado que hace uso esencial del ©-lema concierne a la teoria ergddica de
sistemas dindmicos. El ©®-lema permite definir, cuando se tiene condicién de abierto,
una aplicacién (de hecho muchas) T en E que conjuga con el shift de Bernouilli en
el espacio M™N. Més aiin, se puede demostrar que el shift T preserva la medida pp,
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y es ergodica respecto a esta medida. Por tanto, la naturaleza de T' en E, como
transformacién que preserva la medida, es la del shift de Bernouilli en M™Y. En la
seccién 2.3 probamos un teorema que demuestra que la férmula de dimensién de la
medida pp tiene una interpretacién limpia en términos de magnitudes clésicas de
teoria ergodica: la entropia de Kolmogorov-Sinai de la medida pip, y los exponentes
de Liapunov del par (T,up). Dicha férmula sintetiza de forma sencilla cémo la
geometria de pip se explica en términos de la estocasticidad presente en el sistema
dindmico desacoplada en la aleatoriedad global y probabilista medida por la entropia,
y en la estocasticidad local y geométrica, producto de la divergencia de orbitas
préximas medida por los exponentes de Liapunov. El capitulo 2 esta dedicado al
O-lema y las consecuencias de este resultado explicadas arriba.

Los capitulos 3 y 4 estan integramente dedicados a la geometria de las medidas
autosemejantes en RY. Estudiar la geometria de pp, €l modo en se distribuye en
el espacio IR™, consiste en ‘graduar su singularidad’. El grado de singularidad de
una medida (con respecto a la medida de Lebesgue) estd dado por su dimensién de
Hausdorff (ver seccién 1.3 para la definicién), dimg, que se define como el infimo de
las dimensiones de conjuntos de p—medida plena, y por tanto implica que la medida
g es singular respecto a las medidas de Hausdorff H* si t > dimy. En 1992 A.
Deliu, J.S. Geronimo, R. Shonkwiler y D. Hardin (DGSH en adelante) encontraron
la férmula para la dimensién de Hausdorff de la medida autosemejante pp en el
caso en que M es un conjunto finito como arriba (ver [DGSH 92]). Dicha férmula
se expresa sélo en términos de la probabilidad p y las razones de contraccién de
las semejanzas. Los autores mencionados encontraron la dimension de medidas
mas generales, que comprenden las autosemejantes como caso particular. Mas atn,
resultados de Tricot [Tri 82] muestran que de hecho el trabajo de DGSH prueba
también que la dimensién packing de zp coincide con la dimensién de Hausdorff.

Sea un vector de probabilidad p fijo, y poner y = pip. Una cuestién relevante
abierta es por tanto decidir si pp es o no singular respecto a la medidas H%™#
y PPms, QObservar que, del mismo modo que la dimensién de Hausdorff de un
conjunto no proporciona informacién alguna sobre ciial es la medida del conjunto en
su dimensién, el valor de la dimensién de Hausdorff (alternativamente packing) de la
medida no informa sobre si la medida es singular o no con respecto a la medida H4™#
(alt. PP™#). En el capitulo 3 (seccién 3.3) se demuestra que u es singular respecto a
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la medida de Hausdorff, mientras que en el capitulo 4 se prueba que no lo es respecto
a la medida packing (es continua respecto a PP™* ver 4.3). Estos resultados son
en realidad consecuencia de otros mas finos, que precisan un refinamiento de las
funciones potenciales que se emplean para computar las medidas Hd=# y pDimux
Para ello es necesario manejar los conceptos de medida de Hausdorff (y packing)
asociados a funciones mdas generales que las potenciales. Tomemos el caso de las
medidas de Hausdorff; del resultado de DGSH se tiene que la medida H* de un
conjunto de pp-medida total es cero para cualquier ¢ > dimg. Sin embargo, hay
medidas de Hausdorff mayores que H4™# pero menores que cualquier H® con t <
dimy arbitrario, que se obtienen usando funciones ‘mayores’ que £4™# pero ‘menores’
que cualquier funcién £*, ¢t < dimg, para evaluar el tamafio de los recubrimientos
de los conjuntos (ver seccién 1.1 para las definiciones precisas). Lo que hemos
conseguido es encontrar toda una familia de medidas de Hausdorff, mayores que la
medida H¥™# pero menores que cualquier medida H*, t > dimg, y tales que miden
cero un conjunto que concentra toda la medida p.

En concreto, si § = {¢a(z) : @ € R} es la familia un—pardmetro de funciones de
variable real definidas mediante

bo(z) = z8™ exp (a(? log z°log log log x°)1/2) , (0.1)

donde ¢ = ¢(p,¥) es un pariametro fijo que depende de la probabilidad p y del
sistema de semejanzas W, hemos demostrado que existe un valor de ‘corte’ d =
d{(p,¥) > 0 tal que la medida autosemejante u es singular respecto a la medida de
Hausdorff H%* si a < d, pero absolutamente continua respecto a la medida H%= si
« > d. En particular existe un conjunto de y-medida plena cuya H4™#—medida es
nula, y se sigue la singularidad afirmada arriba.

El protocolo para la medida packing es similar. De hecho, es relevante destacar
que el resultado que hemos obtenido para la medida packing es ‘simétrico’ respecto
del de la medida de Hausdorff explicado arriba: si G es la familia definida en (0.1) y d
es el valor de corte arriba, hemos probado que la medida autosemejante p es singular
respecto a la medida packing P#* para a < —d y es absolutamente continua respecto
a la medida packing P%* si « > —d. En particular la medida x es absolutamente

continua respecto a PP™* puesto que Dimy = dimy.

Hay diversos resultados en la literatura exhibiendo diferencias entre dimensién
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y medidas Hausdorff y packing, e.g. [Tri 82, TT 85, ST 88], que contribuyen al
igual que sus analogias a una mayor comprension de la complementariedad entre los
dos conceptos. Algunos de estos resultados estin descritos en la seccién 4.1. Los
resultados expuestos arriba (ver corolarios 3.3.8 y 4.3.8), que hemos demostrado en
las secciones 3.3 y 4.3, componen conjuntamente otra simetria nada trivial entre
ambas medidas, confirmando su caracter dual. Ello sitia los resultados centrales de
estas dos secciones en una corriente actual de gran interés en el rea. Es importante
destacar que, aunque las técnicas empleadas en los capitulos 3 y 4 son locales, las
ideas que subyacen son diferentes.

Hemos extendido el resultado de DGSH en otra direccién. Los argumentos de
DGSH dependen esencialmente de que el conjunto M es finito. Los conjuntos au-
tosemejantes generados por sistemas numerables de semejanzas (i.e. M = IN arriba)
constituyen un area muy reciente de investigacién [Wic 92, Mor iii, MU, Fer]. En
la seccién 3.1 damos la férmula para la dimensién de la medida pp en este caso. El
teorema 4.2.7 demuestra que la férmula en el caso infinito generaliza la conocida en

el caso M finito. Ello requiere el uso de ideas nuevas en la literatura.

Resultados sobre la Geometria de Conjuntos Autoseme-
jantes.

La literatura del area se ha centrado desde 1981 exclusivamente en ¢l estudio de la
geometria del conjunto autosemejante E. Se conocen su dimensién de Hausdorff y
packing, que coinciden [Fal 90], y se sabe que tiene medida finita y positiva en dicha
dimensién. Sin embargo, no se han considerado hasta ahora propiedades geométricas
de subconjuntos de E. Como se vera, subconjuntos relevantes de F aparecen natu-
ralmente cuando se consideran diferentes medidas pp en E. El trabajo que hemos
desarrollado a este respecto puede denominarse genéricamente andlisis frecuencial
en conjuntos aulosemejantes. El capitulo 5 de esta memoria estd dedicado en su
totalidad a este aspecto. Los preliminares del capitulo detallan, mas en profundidad
de lo que se hace debajo, los bellos antecedentes de algunos de los problemas que se
tratan alli.
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La motivacion para la investigacién desarrollada en el capitulo 5 fue intentar
caracterizar los puntos ‘tipicos’ de un conjunto autosemejante. Es evidente que la
‘tipicidad’ depende de la medida de probabilidad que se considere en E; sin embargo
como se tiene que 0 < HI™E(F) < 400, la medida HE™F ge puede probabilizar, y
parece natural considerar la tipicidad en E con respecto a dicha medida. En el caso
particular del intervalo, una pista de como resolver este problema la proporcioné E.
Borel cuando demostro la ley de los nimeros normales en 1908. La ley fuerte de
grandes numeros demuestra que si se considera el conjunto de puntos z del intervalo
con las m frecuencias asintdticas 6;(z) de cada digito ¢ € M en su expansidén m-aria
dadas, §;(z) = p;, entonces la up—medida de tales puntos es 1. El conjunto de puntos
normales en el sentido de Borel es el que 6;,(z) = m™,i € M. Si p; # m™? para
al menos un ¢ entonces la medida de Lebesgue de tal conjunto es nula, y por tanto
el problema natural en teoria geométrica de la medida es encontrar la dimensién de
Hausdorff de tales conjuntos ‘excepcionales’. A.S. Besicovitch resolvié este problema
para m = 2 en 1934 [Bes 34|, y H.G. Eggleston encontré la dimensién de Hausdorff
de tales conjuntos para m > 2 en 1949 [Egg 49].

Nuestro trabajo extiende el concepto de ‘normalidad’ de Borel a conjuntos au-
tosemejantes, y caracteriza un conjunto de puntos ‘Borel-normales’ de E/de V.
Asimismo, hemos llamado conjunto de Besicovitch de E asociado al vector p al
conjunto proyeccién por 7 del conjunto de cédigos de M™ que tienen frecuencia
asintotica del digito : € M dada por p;. Hemos llamado conjuntos de Besicovitch-
Eggleston a los conjuntos de Besicovitch del intervalo. Extender los resultados de
Besicovitch y Eggleston a los conjuntos autosemejantes no es una cuestién trivial, y
tiene la dificultad, con respecto a la construccién en el intervalo, de que en general
el conjunto de puntos de cédigos multiples no tiene porqué ser numerable ni siquiera
cuando se tiene la condicién de abierto. El resultado de DGSH, sin embargo, facilita
el trabajo. Hemos encontrado la dimensién de Hausdorfl y la dimensién packing
de los conjuntos de Besicovitch en F cuando se verifica la condicién de abierto.
Asimismo, se dan respuestas parciales al problema de encontrar la medida de es-
tos conjuntos en su dimensién. En particular, se demuestra que los conjuntos de
Besicovitch-Eggleston tienen medida packing infinito en su dimensién, mientras que
su medida de Hausdorff es cero o infinito. El problema de encontrar en general la
medida de Hausdorff de los conjuntos de Besicovitch (en particular de los conjuntos
de Besicovitch-Eggleston) permanece abierto.
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~ Los conjuntos de Besicovitch juegan un papel complementario respecto a las me-
didas autosemejantes, como el conjunto de puntos que concentra toda la medida y
que ademds es autosemejante en el mismo sentido en que E lo es. De nuestro trabajo
se desprende que no hay un sélo conjunto de puntos tipicos de £ con respecto a la
medida pip, sino varios conjuntos que concentran toda la medida (en ese sentido son
tipicos) y que se pueden caracterizar mediante propiedades frecuenciales asintéticas
de las secuencias de cédigos de M™ que les corresponden por la proyeccién 7. En
particular, uno de estos conjuntos, que hemos llamado conjunto de Besicovitch fino
concentra toda la medida pp, estd contenido en el conjunto de Besicovitch corre-
spondiente pero es mucho mas pequeio, y tiene propiedades de regularidad mucho
mas fuertes. Mds aiin, una propiedad importante de estos conjuntos es que no in-
tersecan al conjunto de solapamiento. En el caso en que dicho conjunto tiene la
dimensién de F, tiene la misma medida de Hausdorff y packing que E, y por tanto
puede considerarse como el verdadero ‘corazon’ del conjunto E o el conjunto de los

puntos ‘super-normales’ de E.

Los conjuntos de Besicovitch (y otros definidos frecuencialmente) tienen la misma
propiedad de autosemejanza de E: se descomponen en m copias a escala de si
mismos. La diferencia con E es la compacidad, es bien sabido que E es el 1dnico
compacto autosemejante asociado al sistema de semejanzas ¥ [Hut 81]. Un aspecto
importante de nuestro punto de vista es que se obtiene una idea mas rica de la
geometria autosemejante si se elimina la restriccion de la compacidad, de modo que
el concepto que cobra relevancia es el de autosemejante de yp—medida plena. A
éstos (conjuntos de Besicovitch entre ellos) esta dedicada la seccién 5.2. Alguno
resultados seran generales para la clase de conjuntos autosemejantes en este sentido
mas amplio.

Otros conjuntos definidos frecuencialmente, no necesariamente en términos del
comportamiento asintotico de las frecuencias de cada 1 € M, ni concentrande la
medida pp, se definen en la seccidn 5.3 y se estudian sus propiedades de dimensién.
El trabajo de Billingsley [Bil 60, Bil 61] introduciendo la dimensién de Hausdorff en
teoria de probabilidad, se usa alli para obtener la dimensién de algunos conjuntos
de pp—medida nula.
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Resultados sobre las Técnicas Locales para Estimacién de
Medida y Dimension en Geometria Autosemejante.

El tltimo aspecto que debe destacarse sobre la investigacién que hemos llevado a
cabo es relativo a las técnicas que se han empleado para obtener los resultados sobre
las propiedades geométricas de medidas y conjuntos expuestos arriba.

La técnica del capitulo 3 es local, y se remonta al trabajo de C.A. Rogers y
S.J. Taylor [RT 61]. La idea consiste grosso modo en definir una densidad local de
una medida # en un punto z respecto a cada dimensién. Esta densidad evalia el
comportamiento local de la medida g de un entorno de un punto respecto al tamaiio
geométrico del entorno, que se mide como funcién del didmetro. E! teorema de
densidad que Rogers y Taylor probaron afirma que si se entiende el comportamiento
tipico (i.e. p—a.e.) de la densidad de la medida u se obtiene informacién sobre su
singularidad respecto a la medida de Hausdorff que corresponde con la dimensién
sondeada. Rogers y Taylor demostraron su teorema para medidas de Borel y una
densidad definida sobre entornos rectangulares. Para conseguir nuestros resultados,
se ha de extender el resultado de Rogers-Taylor a densidades definidas ad hoc para
construcciones autosemejantes. Previamente por tanto se ha de definir una densidad
geométrica para los puntos de E que funcione en el contexto que nos interesa, y
demostrar entonces un teorema de densidad d la Rogers—Taylor para la funcién de
densidad considerada. Esto se hace en las secciones 3.3 y 3.2 respectivamente.

El teorema de densidad que hemos probado (teorema 3.2.3) tiene utilidad en
general en el estudio de la geometria autosemejante. En ocasiones, los resultados
de dimensién y/o medida de los conjuntos se consiguen encontrando una medida
adecuada que tiene un comportamiento local (dade por la densidad) que se entiende
bien. Un resultado como el teorema 3.2.3 es pues importante si la medida autose-
mejante ‘funciona bien’ en el caso concreto que se considera. En la seccién 5.3 se
encuentra la dimensién de algunos conjuntos usando como herramienta auxiliar una
medida autosemejante adecuada.

Con el objeto de mejorar la técnica que proporciona el teorema 3.2.3 para el
computo de la dimensién de Hausdorff debilitamos las hipétesis del teorema. En
primer lugar, se formula un teorema de densidad logaritmico que, a diferencia del
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3.2.3, sblo es capaz de estimar dimensién (esto se hace en la seccién 3.2). En
segundo lugar, se elimina la hipdtesis de que el conjunto sea de pp—medida positiva
para obtener una estimacion inferior de la dimensién de Hausdorff. Ello conduce
a considerar el concepto de dimensién de Hausdorff-Billingsley. Creemos que esta
es una idea que no se ha explotado suficientemente en la literatura, y que podria
resultar importante en casos donde el conjunto objetivo tiene medida cero (debe ser
sin embargo ‘grande’ dimensionalmente en términos de la dimensién de Hausdorff-

Billingsley, ver seccion 5.3).

Los resultados del capitulo 4 se consiguen también mediante técnicas locales,
reduciendo la densidad que hemos definido en autosemejantes a densidades sobre
bolas, para las que existen teoremas de densidad bien conocidos [TT 85, ST 88].
Para conseguir esto se introduce una nueva técnica que sirve para cubrir bolas cen-
tradas en puntos z € E mediante cilindros (i.e. bdsicamente imagenes a escala de F,
ver (1.23)). Esta técnica, que hemos llamado de bola viajera nos sirve en el capitulo
4 para encontrar la dimensién de las medidas autosemejantes en el caso general,
vy mostrar la continuidad respecto a la medida packing en su dimensién en el caso
finito. Probablemente la técnica de bola viajera sea relevante en otros problemas
planteados en geometria fractal.

Las técnicas locales usadas han resultado ciertamente potentes, reduciendo la
estimacién de la dimension/medida a la de la densidad, que a su vez se traduce en
una cuestién de probabilidad de ley tipo fuerte: ley de grandes nimeros y ley de
logaritmo iterado. Aqui la probabilidad se muestra importante una vez mas. Una
revision con cierto detalle de las técnicas locales, y de sus antecedentes esta dada en

la seccidn 3.1.

Llegar a este momento es una de las mayores satisfacciones que proporciona un
proceso tan particular como es escribir una tesis doctoral. Uno compone un cuadro
nitido con los detalles diluidos que han formado parte cotidiana de su vida durante

los dltimos cuatro afios, y siente una satisfaccion indecible al dar las gracias.

Gracias al departamento de Analisis Econdmico de la Universidad Complutense, y
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Capitulo 1

Introduccién. Marco para la
investigacion realizada.

En este capitulo se recogen los conceptos basicos de teoria geométrica de la medida
que se usaran durante toda esta memoria. Los conceptos y resultados que sean

necesarios en alguna ocasion a lo largo del texto se definiran oportunamente.

1.1 Medida y dimensiéon de Hausdorff.

Dado A € R y § > 0, se recubre A con una coleccién (a lo méds numerable) {U;};
de conjuntos de didmetros | U; |< é (la notacion | - | se usa para el didmetro de un
conjunto). Tal coleccién se denomina é-recubrimiento de A. Para t > 0, la medida
de Hausdorff t-dimensional en IR¥ se define como extensién natural de la definicién
de la medida de Lebesgue LY. Para un ‘grado de resolucién’ § > 0 se recubre el
conjunto A mediante conjuntos arbitrarios de didmetro no mayor que § y se evalda
el ‘tamafio’ t—dimensional del recubrimiento. i.e. 37; | U; |*. Se escoge la suma ‘mas
eficaz’, que se denomina H(A)

Hj(A) := inf{)_ | U; |*: {U:}: 6§ — recubrimiento de A}. (1.1)
iEN .

23
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La medida t-dimensional de Hausdorff se define entonces como el limite en (1.1)

cuando la resolucién se hace cero, i.e.
H!(A) := lim H}(A) = sup H}(A), (1.2)
§—0 §>0

donde el limite es en realidad un supremo, dado que Hj(A) es claramente no-
decreciente como funcién de 6. Observar que la medida H* generaliza la medida de

Lebesgue a dimensiones no enteras.

La dimension de Hausdorff de A esti dada mediante

dim(A) = sup{t : H'(A) = +oo} = inf{t : H}(A) = 0}, (1.3)

de manera que dim(A) es un valor que resume el comportamiento de A respecto ala

familia paramétrica de medidas {H'};»o. Es importante destacar que que el calculo
de la dimensién de A no aporta informacién ninguna sobre la medida de A en su
dimensién H4™(A), de modo que cuando se encuentra la dimensién de un conjunto
una segunda tarea mas fina (y generalmente més ardua) consiste en decidir cial es el
valor de la medida del conjunto en su dimensién. La situacién en que un continuo de
puntos A C IRV arbitrario arroja un valor finito y positivo en el proceso para obtener
(1.2) usando precisamente una funcién potencial del didmetro es ciertamente muy
particular. Debe considerarse por tanto como probable el hecho de que la medida
HY™4( A) sea cero o infinito. Esto conduce a admitir en el proceso de definicién en
(1.1)-(1.2) una clase de funciones del didmetro de los conjuntos mas amplia que las

potenciales, y por tanto considerar medidas de Hausdorff mas generales.

En este trabajo necesitaremos esa nocién mais ‘fina’ de medida de Hausdorff
asociada a la funcidn de dimension ¢, o $—medida de Hausdorff. Se define el conjunto
de funciones de dimensién F como

F = {¢:(0,8) — R*/ ¢ continua creciente Eli%:‘l" #(€)=0, 0<b<1}. (1.4)

Consideraremos ademas recubrimientos usando sélo bolas, de modo que la ¢-medida
de Hausdorff esférica de A se define como

H*(A) = sup inf{> ¢(| B;|): {B:}: 6 — recubrimiento de Aporbolas}.  (1.5)
&§>0 €N
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La expresién dentro del supremo se denota mediante HF(A), y es no-decreciente
como funcién de 4.

Para ¢ € F verificando
litgjélp(qb(?é)/é(f)) 1= ¢" < +oo, (1.6)

la medida H? es comparable a la medida de Hausdorff estindar H¢, que se ob-
tiene tomando el infimo en (1.5) sobre é-recubrimientos formados por conjuntos
cualesquiera de RY, como en (1.1). Ambas medidas son comparables o equivalentes
en el sentido de que

(¢ H#(A) S HY(A) < H*(4) (1.7)
(ver [Fal 90]) de modo que ambas son finitas y/o positivas simultineamente. La

medida esférica H® se usara durante toda esta memoria.

Si $(€) = ¢!, ponemos H* para la medida de Hausdorff esférica t—dimensional. Es
claro que el valor de la dimensién de Hausdorff es el mismo si se usa en la definicién

(1.3) cualquier medida comparable a H* (usualmente se define ‘dim’ en términos de
las medidas de Hausdorff H*).

Dado A C IRY, el modo en que usualmente se encuentra en la practica la funcién
de dimensién que consigue que 0 < H#(A) < +oo es el siguiente. En primer lugar
se encuentra la dimensién. En ocasiones, como en el caso de los conjuntos autose-
mejantes [GMMR 93], se obtiene la dimensién dimA = a como consecuencia de que
la medida H*(A) es finita y positiva. En otras ocasiones se encuentra la dimensién
de A demostrando que H'(A) < 4oo para t > a, y que H*(A) > 0 para t < q, de
modo que no hay informacién en dimension a. Supongamos que por algin método se
encuentra que H%(A) = 0. Por tanto para todo & > 0 existe un é-recubrimiento U
de A tal que Yy, | U |*=0 . Se debe encontrar una funcién g tal que para algin
§>0ve | U |°g(| U |) > 0 para todo é-recubrimiento ¢ de A, y por tanto nece-
sariamente lim;_,g g(£) = +oo. Sin embargo, puesto que se sabe que Yy | U |'=0
para todo ¢ > a, la funcién g debe verificar que img_log g(£)/ log £ = 0. La funcién
#(¢) = €°g(€) se comporta por tanto ‘logaritmicamente’ como la funcién potencial
&2, i.e. limgglog ¢(£)/ logé = a. Sin embargo, como lime_o g(§) = +o0 es ‘mayor’
(asintéticamente) que £%, i.e. limg_o&*/@(€) = 0, y por tanto la medida de Haus-
dorff H? es mayor o igual que H®. Se puede decir en este caso que la funcion ¢
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proporciona un ‘refinamiento a la izquierda’ de la funcién potencial {*, puesto que
las medidas {H* : ¢ > 0} se ordenan cldsicamente de mayor a menor. Si ademas se
demuestra que para algin é-recubrimiento U se tiene 3 #( U |) < +oo, se dice
que ¢ es la funcién de dimensién de A.

En nuestro caso, técnicas probabilistas proporcionaran de modo natural un re-
finamiento a la izquierda para la funcién potencial de la dimensién de la medida
autosemejante (ver la funcién definida en (3.36)).

Para detalles sobre las definiciones y propiedades de las medidas y dimensién de
Hausdorff puede consultarse [Rog 70, Fal 85].

1.2 Medida y dimensién packing.

En 1982 C. Tricot [Tri 82] introdujo las medidas packing o de empaquetamiento, y
demostré que desempefian un papel ‘dual’ (localmente) a las medidas de Hausdorff
(el resultado de Tricot puede verse en Ia seccién 3.1). Desde entonces, su célculo
se ha convertido en una cuestién estindar, y complementario al de la medida de
Hausdorff, a resolver en los problemas de teoria geométrica de la medida [TT 85,
Fal 90, CM 92, EM 92, Fal 94].

Sea A C RN, y 6§ > 0, un §—‘packing’ (o §-empaquetamiento) de A es una familia
de bolas {B;}ien disjuntas centradas en puntos de A , con | B; |< §. Para ¢ € F,
se define la ¢—pre-medida packing de A como

p?(A) = isg’gsup{z #(] B: |) : {Bi}: 6 — packing de A}

La premedida p? no es o—subaditiva, lo que motiva la siguiente definicién. Se define

la medida packing de A asociada a la funcion de dimensién ¢ (o $-medida packing
de A) como

P*(A) = inf{3" p?(4:) : | JA: 2 A, {A:}; arbitraria}. (1.8)
i€lN 4 ‘
Asi, P? es una medida de Borel en RY, en particular o—subaditiva. Si ¢(¢) = £,

la ¢—medida packin correspondiente se denota por P* y se llama medida packing
g P p
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t-dimensional. Las medidas packing tienen las mismas propiedades que las medidas
de Hausdorff, en particular son medidas exteriores, y por tanto todo conjunto de

RY es medible.

La dimensidn packing de A, que denotaremos en adelante por Dim(A), se obtiene
ahora como el parametro critico que clasifica la familia {P*};>0 en dos subclases,
aquellas que dan a A medida nula y las que dan medida infinito, esto es

Dim(A) = sup{t : P*(A) = +oo} = inf{t : P(A) = 0}. (1.9)

Es bien sabido que dim(A) <Dim(A) para cualquier A € RM. S.J. Taylor pro-
puso el nombre de conjunto ‘fractal’ para aquellos para los que ambas dimensiones
coincidian. Todas las observaciones que se hicieron en la seccién anterior para la
medidas generalizadas de Hausdorff son aplicables para las medidas packing. Para

las propiedades en mds detalle de la medida y de la dimensién packing se puede
consultar [Edg 90, TT 85, Rey 92].

1.3 Dimensién y singularidad de una medida.

Cuando el objeto que se considera es una medida (de Borel) distribuida en RV, el
interés desde nuestro punto de vista consiste en abordar su geometria. La medida
Lebesgue sigue teniendo un papel relevante en la geometria de RY pero, al igual que
sucede con los conjuntos excepcionales, éste se diluye cuando la medida de interés
es singular respecto a la medida de Lebesgue. Las medidas singulares con respecto
a la de Lebesgue juegan ahora el papel de medidas ‘excepcionales’. Se trata pues de

graduar esa ‘excepcionalidad’.

La teoria geométrica de la medida provee de una dtil herramienta para evaluar el

grado de singularidad de una medida: su dimensién. Sea p una medida de proba-
bilidad en IRN. Se define la dimension de Hausdorff de 4 mediante

dim; g = inf{dimA : p(A) = 1}, (1.10)

es decir, dimy estima el tamafio minimo (medido mediante dimensién de Hausdorff)

de un conjunto capaz de ‘representar’ toda la medida p.
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Analogamente, se define la dimension packing de g como
Dimyp = inf{DimA : g(A) = 1}. (1.11)

Por supuesto, como consecuencia de las propiedades de la dimensién packing se
tiene dim; ¢ < Dim;g. Extendiendo la idea de Taylor, se puede considerar que una
medida es ‘fractal’, o que goza de ciertas propiedades de regularidad, si su dimension
Hausdorff y packing coinciden. El concepto de ‘regularidad’ de una medida que
introdujo Cutler [Cut 90], que difiere de éste, se explicard en la seccién 4.1.

Puede verse [You 82] que si u es una medida ergédica invariante para un C'-
difeomorfismo entonces la definicién (1.10) es equivalente a

dimy = inf{dimA : u(A4) > 0}. (1.12)

Se puede demostrar, usando el ©@-lema (teorema 2.2.2 de la seccién 2.2) y propiedades
ergédicas, que esta afirmacion es cierta en nuestro contexto, tanto para la dimension
de Hausdorff como packing. Usaremos la definicién (1.12) para la dimension de
Hausdorff de la medida, y su equivalente para la dimension packing.

Al igual que sucede con los conjuntos (o como consecuencia de ello) hay diversas
formas de dimensionar una medida. Las dimensiones definidas arriba son las de uso
mas frecuente en la literatura. El concepto de dimensién de medidas como se maneja
hoy dia parece surgir a principios de los afios ochenta, en conexién con problemas
ergédicos en sistemas dinamicos que relacionan diversas magnitudes ergédicas entre
si. Parece ser Young el primero en considerar la dimensién de la medida como se
ha definido arriba. En concreto, Young [You 82 considera éste, adapta otros varios
conceptos de dimensién al caso de medidas, y obtiene igualdad para todos ellos en
el caso de que u sea una medida de probabilidad de Borel definida en una variedad
Riemanniana compacta. Una revisidn reciente sobre resultados rigurosos acerca de

la dimensién geométrica de medidas se puede ver en [Haa] o en [Cut 90].

Los conceptos de dimensién definidos evalian efectivamente el grado de singularidad
de la medida x. Para verlo, se introducen las siguientes definiciones, introducidas en
[RT 61] para el caso de medidas Hausdorff. Sea g una medida en RN con o-ilgebra

A.
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e Se dice que p es continua con respecto a la medida de Hausdorff H®, o H%-
continua (alternativamente, continua con respecto a la medida packing P?,
o P%-continua), si p(B) = 0 para todo B € A tal que H*(B) = 0 (alt.
P#(B) =0).

e Se dice que g es singular respecto a H® (alt. singular respecto a P#%), si existe
un A-medible B, con H*-medida nula (alt. P?-medida nula) que concentra
la medida g, i.e. u(B) = p(B N Bo) para todo B € A.

Cuando ¢(¢) = ¢V, la medida de Hausdorff HV es esencialmente la medida de
Lebesgue N—dimensional (en el sentido de que ambas medidas sn comparables, ver
e.g. [Fal 85]), y por tanto los conceptos de H N_singularidad y HY-continuidad de
la medida p son los de singularidad y continuidad absoluta en el sentido clisico (i.e.
respecto a la medida de Lebesgue).

A continuacién se muestra cémo la dimensién de la medida g gradua de hecho
la singularidad respecto a la familia de medidas de Hausdorff o packing. Tomemos,
por ejemplo la dimensién de Hausdorff dimy Los razonamientos son paralelos para
la dimensién packing. El parametro dimy clasifica el comportamiento de la medida
4 tespecto a la familia de medidas {H ‘}i>0. Mas en concreto, si £ > dimy entonces
existe un conjunto A de g-medida plena tal que H t(A) = 0, y por tanto la medida
p es singular respecto a la medida H*. Por otra parte, si £ < dim se tiene HY(A) =
+00 para todo conjunto A con y-medida positiva, y por tanto si H'(A) = 0 entonces
#(A) = 0. Esto es decir que g es continua respecto a Ht. Asi, la dimensién dimy es
el valor umbral tal que la medida p es singular con respecto a la medida de Hausdorft
H'sit> dimg, y g es continua con respecto a la medida H* si ¢ < dimj.

Obsérvese que, como sucede con la dimensién de un conjunto, el parametro dim{u)
no proporciona ninguna informacién sobre si p es o no singular con respecto a la
medida HY™. Decidir si una medida es o no singular respecto a la medida de
Hausdorff en su dimensién es el problema paralelo a decidir si un conjunto tiene

medida positiva o nula en su dimensién.
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1.4 Conjuntos y medidas autosemejantes.

La investigacién que hemos desarrollado tiene como objeto de estudio los conjuntos
y medidas que se presentan en esta seccién. Los conjuntos autosemejantes fueron
introducidos formalmente como se hace aqui en el afio 1981 por J.E. Hutchinson
[Hut 81}. Sin embargo, algunos hechos. sobre su dimensién son conocidos desde
el afio 1946 [Morn 46]. Las medidas autosemejantes también fueron introducidas
por Hutchinson, pero no recibieron el nombre de autosemejante hasta mas tarde.
Parece que el término ‘medida autosemejante’ se usa por primera vez en las no-
tas de C. Bandt [Ban 91]. Los conocidos IFS con probabilidades de M. Barnsley
[Bar 88, BEH 89] no son sino el conjunto autosemejante dotado de una medida

autosemejante.

Se considera IRY con la métrica usual, d. Una aplicacién ¢ : RY = R”" es una
semejanza si existe r > 0 tal que d(yp(z), p(y)) = rd(z,y) para todo z,y € R¥. La
semejanza es contractiva si r < 1, en cuyo caso r se denomina (razén de contraccién)
de .

Sea ahora M = {1,2,...,m}, ysea ¥ = {p; : 1 € M} un sistema de m seme-
janzas contractivas. Denotaremos mediante S(M, N) el conjunto de tales sistemas.
Hutchinson demostré en 1981 que existe un dnico compacto E invariante para la
aplicacion de conjunto

59() = U wi()). (L.13)
ieM
Asi E = Uiep wi( E) de modo que, para cada k € IN, E se descompone en unién de

m* copias semejantes a si mismo de la forma

Pi OPi; ©...0 ‘P‘k(E)7
con i; € M para 1 < j < k. E se llama el conjunto autosemejante generado por 0.
El punto de vista que aqui se adopta es el que considera E como la imagen continua
de un conjunto de Cantor abstracto (el espacio de cédigos). En concreto, se denota
por MY el espacio producto infinito [13° M. Existe una aplicacién sobreyectiva
7 : MY s E definida mediante

W(i) = n (‘1051 0¥ °°'°°(P‘k(E))? (114)

kEN



CONJUNTOS Y MEDIDAS AUTOSEMEJANTES 31

para cada i = (;,42,...) € MT,

En este trabajo se presentan algunos resultados para el caso en que M = IN. En
este caso toda la anterior teoria se mantiene, como se puede ver en [Mor i, cuando el
sistema ¥ es compacto con la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos
acotados. En este caso el conjunto M™ dotado de la topologia producto es el espacio
nulo de Baire.

Se dice que el sistema ¥ verifica la condicidn de abierto si existe un abierto
V ¢ RV tal que
Sy(VyCcv (1.15)

y ademads

wi(V)N;(V)=0 parai,j € M coni # j. (1.16)

Obsérvese que esta condicién de separaciéon comprende en particular las construc-
ciones, como el conjunto de Cantor, disjuntas. Denotaremos en adelante la adheren-
cia V mediante F. Sin pérdida de generalidad se supondra que el abierto V tiene
didmetro 1, i.e. | V |= 1. La condicién de abierto se asumira para el sistema ¥
durante toda la presente memoria.

El conjunto de solapamiento de E, o mas propiamente del sistema ¥ es el con-
junto
0 = J(w:(E) Np;(E)). (1.17)
i#]
Se suele denomina a © conjunto de solapamiento primario, y conjunto de sola-
pamiento a secas al conjunto donde la proyeccién 7 no es inyectiva. En el capitulo
2 se da la relacion entre ambos conjuntos cuando se verifica condicién de abierto.

Para cada ¢ € M, sea r; < 1 la razén de contraccién de ;. Sea s el inico niimero
real tal que

Srr=t, (1.18)

ieM
donde r; es la razén de contraccién de la semejanza ;, i € M. Si la condicién

de abierto se sostiene para el sistema ¥, se sabe [Hut 81] que la dimensién de
Hausdorff de E esta dada por 5. En el caso M = IN el valor de s en (1.18) podria
no estar definido (ver [Mor i}), de modo que (1.18) se exigird como hipétesis. La
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construccién de E presentada, asi como las propiedades de medida y dimensién que

aqui se necesitaran de los conjuntos autosemejantes puede consultarse en [Fal 90,

GMMR 93].

Sea Pt 'C IR™ el conjunto de vectores de probabilidad positivos, i.e.
p )

P+ = {p = (pi)iem : p >0 paratodoi € M, ) p;=1}. (1.19)
ieM
Dado p € P*, se considera la medida de probabilidad producto en M N (se llama

en ocasiones medida de Bernouilli [Haal)
Vp =P XPXPX..., (1.20)

donde p(i) = pi, 1 € M es la medida de probabilidad en M dada por p. Se llama
medida autosemejante asociade al par (¥, p), que denotaremos por pp, a la medida

producto con soporte en £ proyectada o inducida por 7, es decir
ip(A) = vp o 71 (4) (1.21)

para todo A C C, en la o-4lgebra inducida por la c-algebra producto en MY, C,ie.
A € C, si 771(A) € C. Omitiremos el subindice p de la medida pp frecuentemente,

cuando p esté fijo en los razonamientos.

Denotaremos por M* = {up : p € P} al conjunto de medidas autosemejantes

con soporte E. La eleccién
p=(ri:te M) (1.22)

proporciona una medida de probabilidad en M debido a (1.18), que se denotara por
p.; mientras que la medida inducida en E se llamard p,. Dicha medida, que es
esencialmente la medida de Hausdorff I/* (ver la proposicién 5.2.8), se ha llamado
‘natural’ [BG 92} y ha sido la que mayor atencién ha recibido de las medidas de
la familia M hasta que el analisis multifractal de las medidas autosemejantes en

general ha centrado gran parte de la atencién de la investigacién {Fal 90, CM 92,
EM 92, Fal 94).

M. Barnsley [Bar 88] llama al par (¥, p) sistema de funciones iterado con prob-
abilidades (IFS con probabilidades). J.E. Hutchinson {Hut 81] introdujo una teoria

paralela a la de los conjuntos autosemejantes para obtener la medida pp como la
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iinica medida invariante de un operador sobre el espacio de medidas de probabilidad
de Borel sobre un compacto. En la seccién 3.2 se generaliza el trabajo de Hutchinson

al caso numerable.

1.5 Algunas cuestiones de notacion.

Finalizamos este cai)itulo de introduccién con algunas cuestiones de notacién. La
o~algebra C es la generada por la clase de los cilindros, que definimos a continuacidn.
Sea, para cada k € IN, M* := M x Mx ® x M. Denotaremos por M* el conjunto
de todas las sucesiones finitas formadas con elementos de M. Dada una sucesién
finita j € M* se define el cilindro (j) como el conjunto de cédigos de MM cuya

secuencia inicial coincide con j, i.e.
@) ={U1.d2,- -, o lht1, 812, - - ) 1 3 € M, g > K} (1.23)

Dada la secuencia j € M* escribiremos ; para denotar la composicién de semejanzas
¥j P

PYj=@5n 0P 0004,

y 7j para denotar su razén de contraccién rj,r;, ---r;, (v; es la razén de contraccién
de la semejanza ;). Para un conjunto A C R™, el conjunto A;j es el conjunto
imagen de A por yj, ie. A; = ¢j(A). Dado i = (iy,%3,...) € MY y k € NN,
i(k) denotara la secuencia truncada (z,%3,...,4x) € M*. Sii€ M"conn > k el
significado de i(k) es el obvio,

Observar que la coleccién de cilindros {(i{k))}ren forma una base de entornos
para i en la topologia producto. Notar que para cada z € E existe al menos una
secuencia i € IN que proyecta en z por la aplicacién 7; de modo que para cada
k € IN existe un compacto Eiy = i) (£) que contiene a z y que es la proyeccién
del cilindro (i(¥)) por 7. La familia {E;j}rew es de hecho una clase de Vitali para
z (ver [Fal 85]). Llamaremos también cilindros (geométricos) a los conjuntos Eyzy
(e incluso a los conjuntos Fi,).



34

1. INTRODUCCION. MARCO PARA LA INVESTIGACION REALIZADA



Capitulo 2

La Medida del Solapamiento bajo
Condicién de Abierto. El
®—-Lema y sus Implicaciones.

Sea ¥ € S(N, M) un sistema de semejanzas contractivas de RN, y sea E el conjunto
autosemejante generado por ¥. © denota el conjunto de solapamiento asociado a ¥
(ver (2.1) para la definicién). Sea p un vector de probabilidad en M, y pp la medida
autosemejante inducida por p y soportada en E. Este capitulo concierne a la Kp—
medida del conjunto de solapamiento © cuando se verifica la condicién estidndar de
separacién para el sistema ¥, i.e. la condicién de abierto que se definié en (1.15). El
resultado central del capitulo, que hemos llamado ©-lema, afirma que la up-medida
del conjunto © es nula para todo p € Pt+.

La respuesta a algunas conjeturas planteadas en la literatura, asi como la ex-
tension de algunos resultados, estan vinculados esencialmente al hecho de que el
conjunto © no ‘acumule medida’. El ©-lema ademds sera necesario repetidamente
en los capitulos que siguen. En una primera seccién se recogen algunas de las moti-
vaciones y conjeturas referentes al tamafio del conjunto ©. La segunda seccién esta
dedicada a la demostracién del resultado central del capitulo. Una dltima seccién
recoge las implicaciones y consecuencias que se siguen del ©-lema.

35
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2.1 Preliminares.

Se define el conjunto de solapamiento del sistema ¥ € S{N, M), que denominamos
©, mediante
0 = J(@i(E) N p;(E)). (2.1)
i#]

El conjunto donde la proyeccién w deja de ser inyectiva esta dado por
O*={zcE:z=nx(i) =x() coni,jec MY, i#£j}. (2.2)

En ocasiones se llama solapamiento primario al conjunto © y solapamiento sin més
al conjunto ©*. Suponer que z € ©*. Por lo tanto existen i y j tales que z = =(1) =
7(j), con ix = Jx paral < k < n, €iny1 F# Jnt1- Ol se considera y = T(tny1int2...) €
E, se tiene que

‘Pi(n)(y) = @i 0. ocp,-n( ﬂ Pingy ©--- 0 ‘Pik(E)) =

k=n+1

= ()i o...0p(E) =g,
k=1

puesto que ¢; es una inyeccién para cada . Del mismo modo se tiene que @;j,)(2) = =
para z = ®(Jny1, Intz, - - -) € MY, y por tanto, como %n41 # Jni1

z=y € (Pin+1(E) N ‘Pin-l-l(E) C O.

De esta manera, se ha probado que todo punto en el solapamiento ©* es imagen,
mediante alguna composicién finita de semejanzas de ¥, de otro punto en el sola-
pamiento primario ©@. En otras palabras,

0 = |J »i(®), (2:3)

ieM-

donde M* = Uren MF es el conjunto de sucesiones finitas de elementos en M. Puesto
que el conjunto M* es numerable, las propiedades de positividad de los conjuntos
respecto a cualquier medida son las mismas, es decir, ambos son de medida nula o
positiva simultineamente. En particular, tienen la misma dimensién (Hausdorff o
packing), puesto que éstas son o—estables (ver por ejemplo [Rey 92]).



PRELIMINARES. 37

Cuando se tiene condicién de abierto, el modo en que se produce el solapamiento
esta ‘controlado’ en cierto sentido. Sea V C IRN un abierto verificando la condicién
de abierto para el sistema ¥. Entonces, para i # 7, @;(V) Np;(V) = 0 (ver (1.16)).
Esto implica que

@i E) N p;(E) C i F) Ng;(F) Cpi(8V) N (V)

(recordar que F' = V), y por lo tanto el conjunto de solapamiento primario verifica
la propiedad
6 C UJ(w:i(aV) np;(0V)).
i#]

Observar que esto proporciona cierta informacién sobre ©, que de hecho sera 1til en
la prueba del teorema 2.2.2. Sin embargo, la frontera de V, que es la responsable
de la estructura de © puede ser un conjunto muy irregular, e incluso de dimensién
alta. Lejos de los casos cldsicos (tapiz de Sierpinski, curva de Koch, etc.) en los
que el conjunto ©* es numerable, y por tanto trivial en medida, es importante por
tanto observar que el solapamiento puede ser un conjunto muy ‘grande’ en términos
geométricos cuando se verifica la condicion de abierto. Por ejemplo, si se toma
E = [0,1]? € IR2, el cubo unidad de IR?, como el autosemejante generado por el
sistema de cuatro semejanzas

W= {‘Paiﬂj(mfy) = 1/2((3"?'9') + (ai?aj)) ja,a5 € {0,1}2}, (2'4)

se tiene que © = ({1/2} x [0,1]) U ([0,1] x {1/2}), y por tanto dim® = 1, que estd
lejos de ser trivial en modo alguno.

Hay al menos tres puntos de vista bajo los que se puede considerar el conjunto
E en relacién al espacio abstracto M™: topolégico, probabilista, y dindmico. A
continuacion se comentan los tres brevemente, y se muestra el papel relevante que

en esa relacion juega el conjunto ©.

o TI) Desde el punto de vista de la topologia, puesto que la aplicacién 7 es continua
con respecto a la topologia dada en M™ (ver e.g. [Bar 88]), el conjunto E es
homeomorfo a un conjunto de Cantor si ©* = @ (de (2.3) se tiene que = es
una biyeccién si y sélo si ©* = (). Mas adn, se puede definir una métrica

en MM que induce la topologia producto, de manera que el conjunto E (con
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la métrica euclidea) es métricamente equivalente al espacio de Cantor de m
cédigos. Cuando © # §, la aplicacién 7 no es inyectiva, y por tanto E no
puede ser topolégicamente un conjunto de Cantor.

IT) El punto de vista probabilista o de teoria de la medida considera de modo
natural la medida producto v, en MY, definida en (1.20), generada por un
vector de probabiidad p € P*. Se considera la medida autosemejante pp =
vpon~! en E con la o-dlgebra C; inducida por la o—dlgebra de los cilindros
en MY, esto es

AeC,sit}A) eC. (2.5)
La equivalencia natural entre espacios de medida es el isomorfismo de espacios

de medida. Se dice que los espacios de medida (M™,C,vp) v (E,Cr, pip) son
isomorfos si existen conjuntos medibles

McM™y ECE (2.6)
tales que vp(M) =1 = pp(E), y una aplicacién invertible
f:M—E (2.7)

que preserva la medida, i.e. vp(f~1(A)) = u(A) para todo A € C; N E (esta
es la o—4lgebra restringida). De este modo, £y M N son isomorfos si, después
de haber eliminado conjuntos de medida nula, se transforman uno en otro
biyectivamente mediante una transformacién que preserva la medida. Es claro
que si 0" = 0, los espacios E y M™ (se entienden con las estructuras de espacio
de medida) son trivialmente isomorfos, tomando simplemente 7 = f,E=E,

M = M arriba. En tal caso se puede escribir
(MN’Caup) = (E,Cx, 1p), (2.8)

indicando que el isomorfismo est4 proporcionado por 7. Recordar la definicién
del vector p, € P+ dada en (1.22). En este caso se tiene y,(©) = 0 [Hut 81]
cuando hay condicién de abierto, y por lo tanto = es una biyeccién sobre los
conjuntos de medida plena M™N\7(©"*) y E\ ©*. En tal caso el isomorfismo
(2.8) también se verifica. El siguiente problema se plantea por tanto de modo
natural.

Problema 1: Decidir si el isomorfismo (2.8) es cierto cuando p # p, y V¥ verifica
la condicién de abierto. '
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Si se consideran en M dos medidas v, vq diferentes (p # q, P, € Pt), la
ley fuerte de los grandes nimeros muestra que existe un conjunto P tal que
vp(M™ \ P) = 0 mientras que vq(P) = 0. Es decir, vp y vq son mutuamente
singulares. Trivialmente se tiene que las medidas pp ¥ pq son también mu-
tuamente singulares cuando © = @. C. Bandt [Ban 91] planted la pregunta
correspondiente cuando © # @ en términos de “si los conjuntos 7~ Y(E; N E;)
tienen medida cero con respecto a todas las medidas producto” entonces dos
medidas autosemejantes diferentes (asociadas a vectores en P¥) serdn mutua-
mente singulares.

Problema 2: (C. Bandt) Decidir si dos medidas autosemejantes asociadas a
diferentes vectores en P+ son mutuamente singulares cuando © # @ pero se
tiene condicién de abierto.

e II1) Consideramos E desde un tercer dngulo, el de la dindmica que tiene lugar
en él bajo la accién de la aplicacién shiff. Este punto de vista ha recibido
gran atencién en la literatura reciente de la dinamica no-lineal, en la que
la aplicacién diente-de-sierra en el intervalo ha proporcionado un ejemplo
teérico paradigmatico de sistema cadtico, ver e.g. [MMR 95]. Nuestro trabajo
generaliza algunas propiedades ergédicas de la dindmica diente—de—sierra en el
intervalo al contexto de conjuntos autosemejantes.

Sea 7 : MN —» MW la transformacién shift en el espacio de cddigos, 1.e.
T(i],iz,i,?,,...) = (‘iz,i3,...), (29)

y considerar el sistema dindmico (M™,7). Si © = 0 se puede definir la apli-
cacién shift en el espacio E mediante conjugacion, esto es '

T=rmotom . (2.10)

Observar que T transforma E — E mediante
T(z) = 5 (z),

si ¢ = m(iy,42,...)- Més aln, cuando © = { la aplicacién 7 proporciona una
conjugacién topolégica entre los sistemas dindmicos (M N 7y (E,T). Cuando
© # 0, 7 nunca es un homeomorfismo y por tanto los sistemas (MM, 1) y
(E,T) no pueden ser topolégicamente conjugados. Es mds, ni siquiera la
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transformacién T estd bien definida mediante conjugacién con 7. Sin embargo,
desde un punto de vista de teoria de la medida el sistema dindmico (E, T, up)
ain puede ser dindmicamente equivalente al sistema (M™,r,vp). El marco
para tal equivalencia es la teoria ergédica. Introducimos a continuacion las
ideas necesarias para dicha equivalencia que pueden consultarse en {Wal 82].
Para ello suponer de momento que © = . Sea p € P*, y 1 la medida
producto asociada en M™. Entonces la aplicacién shift 7 preserva en general
la medida vp, es decir

vp(r7(4)) = vp(A) (2.11)

para todo A € C. Ello es suficiente para demostrar que T también preserva la
medida autosemejante up en E, i.e. usando (2.11) y que 7 es una biyeccién se
tiene para A € Cy

pp(T7(A)) = pp(r 07" o™ (A)) =
(2.12)
vp(t7t o 77 (A)) = vp(r7(A)) = pp(A),

y por tanto T preserva up. En ese contexto, se dice que la aplicacion T y
la aplicacién 7 son isomorfes (como aplicaciones que preservan la medida en
los espacios donde estin definidas) si existen conjuntos medibles McMVy
E C E tales que

VD(M)E]-:“P(E); yT(M)CMs T(E)CE: (213)
y una aplicacién f : M — E que preserva la medida, y tal que

for(i)=To f(i) (2.14)

para todo i € M. Los sistemas dindmicos (M™,7,vp) y (E,T, 1) son por tanto
trivialmente isomorfos cuando ©® = . Basta tomar f = 7 en (2.14). Observar
que a priori no puede concluirse lo mismo cuando © # 0. En este caso ni
siquiera puede concluirse que la medida u es invariante para la transformacién
T. Esto se debe a que en general en este caso se tiene que #~'(7(4)) 2 A,
y por tanto la segunda igualdad en (2.12) es ahora una desigualdad (>). El
siguiente problema se plantea entonces de manera natural.

Problema 8: Suponer que © # ), pero el sistema ¥ verifica condicién de
abierto. Dado p € P* decidir si se puede definir una aplicacién T en E que
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preserve la medida p, de modo que los sistemas (£, T, tp) Yy (MM, 7,up) sean
isomorfos.

Puesto que dos medidas de probabilidad distintas, invariantes y ergddicas para
una transformacién en un espacio de probabilidad son mutuamente singulares [Wal 82],
si se demuestra que una aplicacién T definida en E preserva las medidas g € M™*,
y es ergédica respecto a cualquiera de ellas, se demuestra de paso la singularidad de

las medidas autosemejantes.

En realidad los tres problemas formulados se resuelven a la vez si se demuestra
que el solapamiento © es un conjunto de p-medida nula cuando se tiene condicién
de abierto. Este es el contenido del teorema 2.2.2, que se demuestra en la siguiente

seccidn.

2.2 Demostracion del ©-lema.

Puesto que se necesitara el resultado tanto para el caso de M finito como numerable,
es necesario demostrar previamente el siguiente lema, que demuestra que el reciente
resultado de A. Schief [Sch 94] puede extenderse al caso numerable.

Lema 2.2.1 Suponer que ¥ € S(N,IN) verifica la condicién de abierto con abierto
V, entonces ¥ verifica la condicion fuerte de abierto, i.e. VNE#0.

demostracién:

Sea I cualquier subconjunto finito de IN, y considerar el sistema ¥y = {wi :
i € I}. Sea Ej el conjunto autosemejante asociado al sistema ¥p. Claramente el
abierto V verifica la condicién de abierto para el sistema g, y del resultado de
Schief [Sch 94] se tiene que V N Ey # §. Puesto que Ey C E se tiene que EnV #D
y por tanto la condicién fuerte de abierto se tiene para el autosemejante E. O
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Teorema 2.2.2 (@—Lemma)

Sea M finito o0 numerable, y sea ¥ € S(N, M) verificando condicion de abierto.
Sea p € P, y sea pp la medida autosemejante asociada a p y al sistema V. En-
tonces

pp(0©) = 0.

demostracién:

Del lema 2.2.1, se tiene que la condicién fuerte de abierto se verifica tanto si M

es finito o numerable. Puede entonces suponerse que
EnV #£0. (2.15) .

Dado z € E v un cédigo i tal que m(i) = = definimos la i-Srbita shift de z como el

conjunto
7i($) = {:E, T1,T2y-- '}7
donde para cada m > 1
Tm =@ lop;l o0...0 @ z). (2.16)

Definimos la érbita shift de £ como

0@ = U w0 (2.17)

ier—1(z)

Sea k € IN. Para una secuencia finita j = (ji,J2,---,J%) € M*, y para cada cddigo
ie MW, sea 6;(i) el limite

§(i) = lim —card{g: iy = j1,%41 = J25- - > lgtk-1 = el <qg<n-—Fk}. (218)

n—4o0o 1

Consideramos el subconjunto del espacio de cédigos By (cuya proyeccién en E se
Namar3 en el capitulo 5 el conjunto ‘fino’ de Besicovitch) definido por

By ={i€ M™ : §(i) = pj, paratodoj€ M"}. (2.19)

Recordar que pj es la vp-medida del cilindro (), i.e. pj = ¥p(J) = PirPsz - - * Pjy» Para
j € Mk, '
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Sea p € P+ cualquiera . Necesitaremos dos hechos.
(i) En primer lugar, O(w(i)) es densa en E para todo i € B .

A continuacién probamos la afirmacién (i). Seay € E'y € > 0. Suponer que y = 7(j)
para un j = (j1,J2,---) € MV, Sea ko = min{k : rj) < €}. Tomari€ B§,°°), puesto
que &(i) = p1 > 0 para todo 1 € M*, en particular se tiene que

85(ko) (1) = Pi(re) > O- (2.20)

Como la frecuencia asintética (2.20) es positiva, en particular la secuencia finita
j(ko) ha de aparecer infinitas veces en la sucesién infinita i (pues en caso contrario
8j(ko)(i) = 0, contradiciendo el hecho de que i € BS”)). Por lo tanto existe p € IN
tal que 7P(i) = (ip,?p41,.--) verifica

ip = 115 Ip41 =J2y ++ -2 tptka—-1 = Jko»

y por tanto los cédigos 77(1) y j estédn contenidos en el cilindro (j{ko)). De esto se
sigue que los puntos 7(77(i)) e y estin contenidos en el cilindro geométrico Ejx,), €3
decir d(m(77(1)),¥) < Tjko) < &, ¥ por tanto se tiene (i), puesto que w(TP(1)) € 1i(z).

(ii) O(z) C 8V para todo z € IV N E.

Para probar (ii), suponer lo contrario, i.e. 2, € 7i(z) NV para algin m € N y
para algin i € 77(z). Entonces &m_1 = ¢i,,(zm) € 7i(z) NV, puesto que w; envia
interior en interior (es una aplicacién afin). Recursivamente se tiene entonces que
z; € 7i(z) NV para j = m—2,m—3,..., y por tanto z € V. Esto supone una
contradiccién con la eleccién de  en (ii).

Suponer ahora que existe
' z € 7(By’) N O. (2.21)
Puesto que ¢ € O, se tiene que z = n(i) = 7(j) para i,j € MY de modo que
z€ (Pil(E) n @jl(E) Cey (F) n ‘Pil(F)v (2'22)

con i, # j1 (recordar que F' = V). Puesto que la condicién de abierto implica que
@i, (V) N, (V) = B, se sigue de (2.22) que

z € ¢;, (V) Np; (8V). (2.23)
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Entonces, si %5(z) = {2,z1,22,...} es la i-6rbita shift de z, (2.23) implica que
z, € 8V N E; y de (ii) arriba se sigue que

Vizis...(T1) € OV. (2.24)

Por otra parte, como (iz,13,...) € Bg”), (i) implica que 7,i,..(21) es densa en E.
Pero entonces de (2.24) se tiene que también OV es denso en E. Esto contradice
la condicién fuerte de abierto (2.15), puesto que E no podria tener un punto en V.
Por lo tanto (2.21) es falso y se tiene en cambio que

m(B§)NO = 8. (2.25)

Para cada j € M*, sea 1; la funcién M N, {0,1} indicadora del cilindro (j), i.e.

15(i) ={ 1 siie(j)

0 en otro caso

El teorema ergddico de Birkhoff [Wal 82| afirma que
1 :
rp({ie MM : lim =3 15(r(1) = ps}) = 1, (2.26)
j=1

donde vy, es la medida producto en MY asociada a p (recordar que pj = vp((J)))-
Observar que, para cada i € M™

—+ 0O

T -
&(i) = lim +>_ 13(r7(i)),
k—oo k2
y por tanto (2.26) implica que, para cada j € M*
vp(BY)) =1, (2.27)

donde
BY = {ie M : (i) = p;}- (2.28)

Puesto que BS®) se escribe como

Bgm)z ﬂ Bg),

JeM*
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con la interseccién numerable, se sigue de (2.27) que up(Bg,m)) = 1. Como conse-
cuencia se tiene

up(r(BE)) 2 vp(BE?) = 1, (2:29)
donde pp la medida autosemejante inducida por vp. Finalmente, de (2.25) y (2.29)
se tiene el resultado. O

Nota 2.2.3 Puesto que el conjunto ©* es unién numerable de copias semejantes a
O (ver (2.3)), se tiene también que pp(©*) = 0. Més atin, puesto que lo que se
prueba en la demostracién del ©-lema es la afirmacién mas fuerte (2.25), se tiene
también que

e* nx(BE) = 0. (2.30)
pues, de (2.3), si 7(i) € ©" entonces w(77(1)) € © para algiin p finito, y el razon-
amiento del teorema se aplica a 77(i), i.e. si ¢ € © la drbita shift de z ‘entra’
en un nimero finito de iteraciones en el conjunto GV y después se confina en este
conjunto. Observar que claramente

SU(0) C o (2.31)

En el otro sentido, si z = x(i) € ©*, se tiene que w(7(i)) € ©* siz € 0"\ O,y que
x(r(i)) € 9V N E si z € ©. Entonces existe y = x(r(i)) € ©* U (3V N E) tal que
¢i(y) = = para algin i € M (observar que n(r(i)) € SUY(x(i))). De (2.31) y de
(i) en la demostracién del ©-lema se sigue entonces que

(8V N E)U ©*) = ST((8V N E) U ©"). (2.32)

Por tanto todo punto z que tiene una orbita shift que interseca al conjunto ©*, tiene
la érbita completa de hecho contenida en ©* U (8V N E), y finalmente confinada
en 8V N E (que entonces no puede ser densa en E sin violar la condicién fuerte de
abierto).

Observar que la demostracién del @-lema proporciona un conjunto mucho mas
amplio que el conjunto Bl(,m) que tiene interseccién vacia con el solapamiento ©*. De
hecho, lo que se demuestra en el ©-lema es que ningin punto  con una érbita shift
O(z) densa en E puede estar contenido en el conjunto ©*. Este hecho puede for-
mularse como sigue en términos la estructura frecuencial de los puntos del conjunto
de solapamiento.
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Lema 2.2.4 Sea el conjunto = dado por

(1]

= {i: 6j(i) = 0 para algin j € M*}.
Bajo condicion de abierto se tiene
@*U (VN E)Cn(Z) (2.33)

y ademds pp(w(E)) = 0 para todo p € P*.

demostracién:

Suponer que &(i) > 0 para todo j € M*. Entonces O(w(i)) es densa en E. Pero
de la demostracién del ©-lema se tiene que O(x(i)) N (©* U (8V N E)) = . Por
tanto (i) no puede estar en el conjunto @ U (VN E) y se sigue el contenido (2.33).
Para cada p € Pt considerar el conjunto BS”) definido en (2.19). Observar que se
tiene & N Bg,m) — @, y por tanto pp(7(Z)) = 0 de (2.29). O

El hecho de que toda vp-medida del conjunto = sea nula puede hacer pensar que
dicho conjunto es ‘pequefio’. En el capitulo 5 se demuestra que esto esta lejos de ser
cierto; desde un punto de vista ‘dimensional’ es un conjunto tan grande como todo el
espacio M. En la seccién 5.3 se define un concepto de dimensién, introducido por
Billingsley en 1960, y que permite ‘calibrar’ el tamaiio de los sucesos de probabilidad
nula. Se demuestra alli que la dimensién del conjunto = es plena.

2.3 Implicaciones del ©—lema.

El ©-lema da respuesta directa a las cuestiones planteadas en la seccién 2.1 sobre la
estructura de medida y ergédica del espacio E, con la medida pip, y la aplicacién shift
T. En esta seccién recogemos estos resultados. Ademés, otros resultados relevantes

en los que el ©-lema juega un papel importante también se presentan aqui.
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2.3.1 Estructura de los espacios de medida (E, pp).

Recogemos en el teorema siguiente la respuesta al problema 1 de la seccién 2.1.

Teorema 2.3.1 Sea M finito o numerable. Sea p € P+, y sea U € S(N, M)
verificando la condicidn de abierto. Entonces los espacios de medida (M™,C,vp) y
(E,Cx, pp) Son isomorfos.

demostracion:

Basta tomar £ = E\O*, y M = 7~(E\©*) = MN\77'(0*) como los conjuntos
en (2.6), y la proyeccién = como aplicacién f en (2.7). Puesto que 7 es continua y
©* es un conjunto Fy, el conjunto #~'(©") es de Borel, y por tanto M es C-medible
(la o—4lgebra C contiene a los conjuntos de Borel). Por tanto, de la definicién (2.5)
E es C,—medible. El ©-lema implica que pp(E) = vp(M) = 1, y por definicién = |5
es una biyeccién sobre E. Por tanto el resultado se sigue de (2.6)-(2.7) en el punto
IT) de la seccion 2.1. B

Nota 2.3.2 Si se considera el conjunto Bl(,m) = w(Bg’o)), se tiene que T | (w) €5

también una biyeccién sobre un conjunto de vp-medida uno. Los conjuntos B](;o)
y Bl(,°°) también podian haber jugado los papeles de M y E respectivamente en
la demostracién del teorema 2.3.1. Esto permite considerar un tnico cédigo i, =

71(z) € BS®) para cada z € BY). Este hecho sera utilizado frecuentemente en lo
que sigue. Se preferira el conjunto B ) al conjunto M de la demostracién anterior
porque tiene propiedades buenas respecto a las densidades logaritmicas, como se

veré en los siguientes capitulos.

La respuesta al problema sugerido por C. Bandt (ver II) en la seccién anterior) esta
dada en el siguiente

Teorema 2.3.3 Sean p,q € P+, con p # q. Sea ¥ € S(N, M), con M finito o
numerable, verificando la condicidn de abierto. Entonces las medidas autosemejanies
fp Y iq SOT mutuamente singulares.
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demostracion:

De la demostracién del ©-lema existen dos conjuntos disjuntos (que ademas no
intersecan al solapamiento), 7(BS®) y #(BS™), que concentran las medidas pp y

t1q respectivamente. Por tanto ambas medidas son mutuamente singulares. D

2.3.2 Estructura de los sistemas dindmicos (F,T, yi,). Una
interpretacién de la férmula de dimension de las me-
didas autosemejantes en términos de teoria ergédica
de sistemas dinamicos.

Esta seccién considera la estructura y algunas propiedades de la dindmica del shift
en el conjunto E. En primer lugar, observar que el ©-lema permite definir una
aplicacién shift en £ que conjuga con el shift de Bernouilli 7 de M N en un conjunto
de pp-medida plena, para p € P* arbitrario. Definir una aplicacion 7' : £ — FE
mediante

T |pe-=mo0ToO 1, (2.34)

y con
T(z) = oy i(z), conl € My(z) = {éy : 1= (ds%2...) € r~Yz)}. (2.35)

para z € ©~, donde [ se especifica mediante alguna regla entre el conjunto de digitos
TI,(z). Alternativamente se puede definir una dindmica aleatoria en el conjunto
©*, como lo hace Barnsley [Bar 88|, especificando ! € II;(z) mediante alguna regla
probabilista en cada iteracién). Desde el punto de vista de la medida es irrelevante
cémo se defina T en ©*. Llamaremos a cualquier aplicacién T : E — E que verifique
(2.34) una transformacion shift en E. El siguiente teorema recoge la estructura del

sisterna dindmico en E conducido por una aplicacion T'.

Teorema 2.3.4 Sea M finito. Sea E el conjunto autosemejante asociado a ¥ €
S(N, M) verificando condicién de abierto. Sea p € PY, y sea el sistema dindmico
(E,T,up), donde T : E v+ E es un shift en E, i.e. verifica (2.34), y pp es la

medida autosemejante inducida por p en E. Entonces T preserva la medida pp, y
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las aplicaciones T y T son isomorfas. En particular T es ergddica para la medida
bp-

demostracién:

Observar en primer lugar que el razonamiento en (2.12) no se puede aplicar en
principio cuando el solapamiento es no vacio por que en general n~1(w(A)) 2 A,
y la tercera igualdad en (2.12) es @ priori una desigualdad (>). Sin embargo el
©-lema implica que

pp(n(B)) = pp(r(B)\ 87) = vp(B\ 771(8")) = vp(B).

Si se pone B = 7~ 'or~!(A) en (2.12), de lo anterior se sigue que la segunda igualdad
en (2.12) se mantiene, y la vp—invariancia de 7 y la definicién de up demuestran,
como allf, que el shift T preserva la medida pp bajo condicién de abierto.

Basta tomar ahora M = B{,°°) yE = r(Bf,w)) en (2.13) y w en (2.14). El conjunto

M es C—medible. Para ver esto escribir ng’) como

Bg"’) =N NUuU N {i:ie€ MY p; —n7h < (1, k) < p3 +n71},
jeM* neNNeN k>N

que es un conjunto Fys,, pues el conjunto entre llaves es una unién finita de cilindros
y por tanto un cerrado. Entonces M es un conjunto de Borel, y por tanto C-medible.
El conjunto [ es también C,~medible, pues su anteimagen por 7 es unién de Bg’"),
que es C-medible, y un conjunto de vp—medida nula, y por tanto también medible.
En la demostracién del ©-lema se muestra que los conjuntos M y E son invariantes
(mediante 7 y T respectivamente), y que tienen medida plena. Las aplicaciones T
y T conjugan mediante = por definicién, y por tanto se tiene el isomorfismo que
afirma el teorema.

Es bien sabido que el shift de Bernouilli 7 definido en el espacio de m simbolos
es ergédico (ver {Wal 82]). Como la ergodicidad es una propiedad invariante bajo
isomorfismo de transformaciones que preservan la medida [Wal 82] se tiene de arriba
que la transformacién T es ergédica para la medida pp. O

Como se dijo en el capitulo 1, el grado de singularidad de una medida se calibra
con la dimensién. En [DGSH 92] de demostré que la dimensién de la medida pp
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esta dada por

. _ Yiempilogpi
dimpp = S (2.36)

cuando se tiene condicion de abierto.

A continuacién se demuestra que la fomula de dimensién (2.36) puede leerse en
términos de conceptos naturales de la teoria ergédica de sistemas dindmicos, a saber,
la entropia y los exponentes de Liapunov del par formado por la medida invariante
gp ¥ la transformacién T ‘

La entropia de Kolmogorov-Sinai h(f,n) de una transformacién f en un espacio
de probabilidad ({2, A, n) representa una medida de la estocasticidad presente en la
evolucién de una drbita ‘tipica’ gobernada por la dindmica del sistema T4y = f(z4),
z(0) = zo € Q. La entropia h(f,n) es un mimero real positivo que puede enten-
derse como la informacion maxima que se obtiene en promedio de una observacion
del estado del sistema en el régimen asintético de la dindmica. La entropia es una
cantidad global (que representa un promedio). Un valor positivo de A(f,n) es carac-
teristico de procesos dindmicos aleatorios (desordenados), mientras la entropia nula
caracteriza a los sistemas deterministas clasicos (ordenados). Para los detalles sobre

la definicién y propiedades de la entropia en teoria ergédica puede consultarse el
texto de Walters [Wal 82].

Si f es diferenciable, los ezponentes de Liapunov del sistema dindmico dirigido por
f en  (dotado de la medida invariante 7), miden la tasas asintéticas tipicas de di-
vergencia/convergencia de las érbitas de estados en § inicialmente préximos. En un
sistema dindamico ergédigo N-dimensional hay N exponentes de Liapunov que de-
sagregan la accién asintotica del flujo en direcciones de compresién (aquellas donde
se obtiene tasas exponenciales de divergencia (exponentes) negativos) y de expansién
(tasas o exponentes positivos). También son posibles exponentes nulos, en las di-
recciones en las que el flujo del sistema no comprime ni dilata el espacio. Los
exponentes son magnitudes locales, estin definidos para cada punto z € 1. El teo-
rema de Oseledec [Ose 68] afirma que los exponentes de Liapunov, que denotamos
por {Xi(z) : 1 <: < N}, para un sistema diferenciable y ergédico (£, f,n) existen
en n—casi todo punto = € ), y son constantes, i.e A;(z) = A; n-a.e. Los exponentes
de Liapunov A; = A;(f,n) dependen tanto de la aplicacién f como de la medida 7.
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Un exponente maximo positivo significa que la dindmica del sistema es inestable, i.e.
que el sistema exhibe sensibilidad a condiciones iniciales. La teoria y propiedades
de exponentes de Liapunov puede verse en [Ose 68, ER 86).

El resultado que probaremos estd inspirado en [You 82], y relaciona dos mag-
nitudes importantes en teorfa ergédica de sistemas dindmicos: la entropia, y los
exponentes de la medida invariante, con una propiedad puramente geométrica de
la dindmica, la dimensién de la medida. Sea T una transformacion shift en E que
permanecer fija en la discusién, de modo que sélo se destacara la dependencia re-
specto a la medida de esas magnitudes ergddicas. La prueba del siguiente teorema
hace uso del teorema ergédico multiplicativo de Oseledec [Ose 68]. La demostracién
de la versién que se usaré es debida a Raghunathan, y puede verse en [Rag 78].

Una exposicién comentada de este teorema y sus implicaciones puede consultarse

en [MMR 95].
Teorema 2.3.5 Sea M finito. Sea ¥ € S(N, M) verificando la condicion de abierto.
Sea p € P*, y considerar un sistema dindmico (E,T,pp) como arriba. Entonces

i) La entropia de Kolmogorov-Sinai de la medida pp estd dada por

h(pp) = — D pilogpi. (2.37)

icM

ii) Los N ezponentes de Liapunov de pp coinciden, y estan dados por

Mlpp) = — D pilogri, paral k<N (2.38)
€M

demostracién:

i) Sea p € P*. La entropia del shift de Bernouilli 7 en el espacio de medida
(M™N,C, vp) esta dada por

h(T! Vp) = - Z Pi 108?:’,

€M
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ver [Wal 82]. Es bien conocido que la entropia es un invariante mediante isomorfis-
mos de transformaciones que preservan la medida [Wal 82]. Por lo tanto, del teorema
2.3.4 se tiene que la entropia del shift T' en el espacio de probabilidad (E,Cn, tip)
también estd dada por (2.37).

ii) Observar que de la definicion (2.34) y del @-lema se tiene que T es diferen-
ciable en pp-casi todo z € E. De hecho se tiene

T(z) = o3 (2), (2.39)

si z = w(i1,4,-..) € E\N O Siz € O la aplicacién T también esta definida
mediante alguna regla T(z) = ¢ (z) como en (2.35). Sea Mnxn el espacio de las
matrices N x N con elementos en R. Se considera la aplicacién S de punto a matriz
E — Mpyn definida por S(z) = D, T, donde DT denota la matriz jacobiana de la
transformacién T en el punto z. Se define la transformacién

S:(:) = ST“""‘(::)T [s) STn—z(I)T Q---0 S,:T. (2.40)

Poner E = (E\©*)U(EN@*). Puesto que T |g\e- es continua, es borel-medible.
Entonces, los conjuntos de la forma T~!(U) con U abierto en el espacio Myxn (con
la topologia usual) son unién de un boreliano, que es C,~medible, y un subconjunto
de E N ©* (que tiene pp-medida nula por el ©-lema). Si se considera la medida
autosemejante yp completa se tiene que la aplicacién S es C,~medible. Sea || - |
una norma en IRV, La aplicacién z + log || S, || es acotada (M es finito) y es
constante up—a.e., de modo que

Jlog || Sz || dpp(z) < +oo.

En este contexto, la versién de Raghunathan del teorema ergédico multiplicativo de
Oseledec afirma que el limite

lim (Si") 0 .5':,(:‘).)1/2ﬂ = A

n—oo

existe para pp—casi todo punto z € E (aqui 5* denota la matriz transpuesta de
S). Los logaritmos naturales de los autovalores de la matriz A, son los exponentes
de Liapunov del sistema gobernado por T en el punto z. Mas ailin, puesto que el
teorema 2.3.4 garantiza que el par (E,T) es ergédico, el teorema de Oseledec afirma
que los exponentes son constantes gp—a.e.
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A continuacién procedemos a calcular explicitamente la matriz limite A, y por
tanto los N exponentes, para nuestro caso. Es sabido que una semejanza @ se
obtiene tnicamente componiendo una homotecia, una traslacion, y una aplicacion
ortonormal. Se puede ver [Hut 81] para una demostracién de este hecho. Por lo
tanto, fijar una base ortonormal de RN, y considerar para cada i € M la descom-
posicién mencionada de la semejanza 7! referida a esta base. En concreto @] se
puede escribir

et =r710i(z — T) + T, (2.41)

donde r; es la razén de contraccién de ¢;, O;(-) es una matriz ortonormal, y T; es el
punto fijo de la semejanza ;! (que coincide con el de ©;). Sea z = 7(i1,%2,...) € E.
Derivando en (2.41), y teniendo en cuenta (2.39), se tiene en (2.40)

(n) — p-1p-1 1. : .. .
SI. = T""l Tin """ Tin Otl e 032 0---0 O;n,

de modo que

(Sin)Sin)- )1/2 — H T,':-lINxN, (2.42)

i=1

donde Iy, n es la matriz identidad N x N. Sea R la variable aleatoria en M definida
por R(i) = —logr;, y considerar en MY el proceso independiente definido por
SR(i) = ©.0_, Ropr,o7/(i), donde pry : M N 13 M es la proyeccion sobre la primera
coordenada, y T es el shift de Bernouilli en M N QObservar que la esperanza de R
respecto de la probabilidad p estd dada por € [R] = — Siempilogri. De (2.42), y
de la ley fuerte de los grandes niimeros se tiene que, para vp—casi todo i€ M N

e T T o = 1 e _
Ao = i T 5 = Ji xo( 3517 ey =

= lim exp( 1 SEG)Inxn = exp(E[R])Inxn- (2.43)

n—oo n

De este modo, la matriz A, es constante pp—a.e., diagonal, y con los elementos de la
diagonal todos iguales a exp E[R]. Por lo tanto el espectro de Liapunov del sistema
est4 compuesto de N exponentes de valor constante dado por

Aj(z) = E[R] = — >_ pilogr:

€M

para todo j = 1,..., N, como afirma ii). O
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Nota 2.3.6 Observar que la demostracion del teorema permite caracterizar un con-
junto de pp—medida plena para el que los exponentes de Liapunov estan definidos y
toman el valor de los exponentes del sistema. Para todo cddigo i en el conjunto de
Besicovitch fino B£,°°) C MY definido en (2.19), se tiene A;(x(i)) = £[R] para todo
j. Ello se debe a que, cuando M es finito, se tiene de las propiedades frecuenciales
asintéticas del codigo i

lim n 'SE() = lim — " &(i,n)logri = — Y pilogr:. (2.44)
En realidad, este limite se comporta bien para todo cédigo tal que limg o 8i(i,n) =
pi, pero esto no es traducible en términos geométricos, ya que hay puntos en el

conjunto de Besicovitch que estin también el conjunto de solapamiento ©%, donde
D_,T no esta definida.

Nota 2.3.7 A continuacién se da una justificacién no rigurosa del modo en que
los exponentes de Liapunov del sistema (E, T, up) computados mediante el teorema
2.3.5 miden efectivamente tasas de divergencia de 6rbitas que corresponden a condi-
ciones iniciales proximas. Para ello tomar = € B£,°°). Con esta eleccién se consigue
por una parte que la aplicacién T sea diferenciable a lo largo de la érbita de z,
{T™(z) : n € IN}; y por otro que el limite en (2.44) tome el valor adecuado £[R]
para un conjunto de up-medida plena. Para un y € E'\ © suficientemente préximo

a T se tiene

d(T"(), T"(y)) ~|| DT™ || d(z,y), (2.45)

donde || - || es una norma, por ejemplo la norma del maximo, en el espacio IMyxn-
Aplicando la regla de la cadena repetidamente se obtiene en (2.45)

d(T™(z), T™(y)) 2| St || d(=z, y)- (2.46)

Es sabido que

lim 0 || S = lim n~ || A, |

=300

(ver e.g. [MMR 95]). Por lo tanto, tomando norma en (2.43) (que se verifica para
todo z € Bl()m)), la expresién (2.46) se puede escribir como

d(T"(2), T"(y)) = e*¥d(z, y)
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si n es suficientemente grande. Esta relacién se tiene para un conjunto de yip—medida
plena, y por tanto expresa precisamente el hecho de que las érbitas que corresponden
a estados iniciales z e y (préximos) se separan tipicamente a una tasa exponencial
dada por el exponente de Liapunov £[R] > 0 (el exponente maximo, que en este caso
coincide con todos los exponentes). La dindmica altamente inestable, consecuencia
de la positividad de todos los exponentes de Liapunov, estd confinada al compacto
E. Esta combinacién de inestabilidad y confinamiento de érbitas a un conjunto
acotado es la marca de fibrica de los sistemas cadticos [ER 86].‘

Finalizamos esta seccién con el siguiente corolario, que recoge la lectura de la

férmula de dimensién para la medida gp en los términos anteriormente referidos.

Corolario 2.3.8 Sea ¥ € S(N, M) verificando condicién de abierto. Sea p € Pr.
Sea T una aplicacién shift en E como arriba. Entonces, la dimension de la medida
autosemejante pp verifica la férmula

dimpp = (#p) (2.47)

donde h(pup) es la entropia de Kolmogorov-Sinai de pp, y Mpp) es ‘el ezponente de
Liapunov’ de la medida pp.

Nota 2.3.9 Se deberfa denominar a A(up) := MY, p) como ‘el exponente del par
(¥,p)’ puesto que depende sélamente de los pardmetros ri,p;, 1 € M (y no de la
transformacién T particular). Sobre la interpretacién de A(¥,p), éste pardmetro
debe entenderse, mas que como el méximo exponente de Liapunov en el sistema,
como un promedio de los N exponentes. En este caso todas las direcciones de
los N autoespacios asociados a los autovalores de la matriz A; son de maxima
divergencia. Esta interpretacién de A(¥,p) como promedio estd en concordancia
con otras formulas en la literatura, por ejemplo [You 82], que también relacionan
magnitudes ergddicas, y en la que intervienen todos los exponentes reflejando las
acciones de estirado y doblado del flujo.
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Capitulo 3

Geometria de Medidas
Autosemejantes I: Singularidad
respecto a la Medida de

Hausdorft.

Como se observé en el capitulo 1, en 1992 Deliu, Geronimo, Shonkwiler y Hardin
encontraron la dimensién de una medida autosemejante dada pp. En concreto, en
[DGSH 92] se prueba que, si M es finitoy ¥ € & (N, M) verifica la condicién de
abierto (1.15)-(1.16), se tiene que la dimensién de Hausdorff de la medida autose-
mejante pp esta dada por

dimpp = s(p) := M (3.1)
—Liempriog i
Como se razoné en la seccién 1.3, el valor s(p) clasifica la familia de medidas de
Hausdorff H! en los siguientes términos: la medida autosemejante pp es singular
respecto a la medida H*sit > s(p), y es continua respecto a la medida H'sit < s(p).
Sin embargo, esto no permite decidir cémo es la medida pp en su dimension, i.e. si
es continua o singular respecto de la medida H s(P}, En este capitulo se resuelve este
problema, clasificando €l comportamiento de la medida pp respecto a una familia
paramétrica de medidas de Hausdorff que ‘refinan’ la dimensién s(p)-

La técnica empleada serd local, mediante el uso de densidades de la medida
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u evaluadas sobre cilindros geométricos. Esto precisa demostrar previamente re-
sultados de densidad especiales para conjuntos autosemejantes, asi como extender
resultados clasicos de C.A. Rogers y S.J. Taylor {RT 61].

3.1 Preliminares. Estimacién de las medidas y
dimensiones de Hausdorff y packing medi-
ante técnicas locales.

El teorema central que se demostrara en esta seccién est4 inspirado en los resultados
clasicos de Rogers y Taylor [RT 61}, que introdujeron en el afio 1961 la densidad
superior de una medida de Borel en RN respecto a una funcién de dimensién ¢ €
F y en un punto z, para obtener estimaciones de la ¢-medida de Hausdorff del
conjunto de puntos donde dicha densidad estd uniformemente acotada (por arriba
o por debajo). Dicha densidad se calcula obteniendo primero, para cada 8 > 0, el
supremo de los cocientes u(R)/¢(| R |) sobre todos los rectangulos N—dimensionales
tales que | R |< § y € R; y tomando después el infimo sobre todos los § > 0. Asi se
obtiene una magnitud local que evalia el ratio asintético entre la y—medida que se
concentra en un entorno a r y el tamafio geométrico de dicho entorno. Denotamos
dicha densidad superior mediante Rzﬁ(a:) El teorema de densidad de Rogers—Taylor
se puede enunciar como sigue. Suponer que y es una medida de Borel de probabilidad
en un compacto K C RN, y A C K entonces

Si RE:(:B) <a<+too paratodoz € A, entonces H*(A) > Ca~'u(A). (3.2)

Si R?;(a:) >b>0, paratodoz € A, entonces Hé(A) < Cb ™. (3.3)

Los origenes de las técnicas locales estan en el trabajo de O. Frostman [Fro 35],
que en su conocido lema relaciona la positividad de la ¢-medida de Hausdorff de
un conjunto A compacto {hay versiones para conjuntos més generales, ver [Tri 82]
o [Mat]) con la existencia de una medida de Borel concentrada en A C R tal que

u(B(z,r))/é(r) < 1 (3-4)
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para todo r > 0 y para todo z € IRY. El reciproco, mas sencillo, es lo que Falconer
llama ‘principio de distribucién de masa’ en [Fal 90]. Esta constituye una de las
técnicas estdndar para encontrar estimaciones inferiores para la dimension de Haus-
dorff; se distribuye una medida p sobre el conjunto Ay se demuestra que la medida

p se comporta localmente como (3.4) para alguna $(&) = £, se sigue entonces que
dimA > {.

Una cuestién previa a la estimacién de la ¢-medida del conjunto A es estimar
su dimensién. Para ello, se pueden usar también técnicas locales que estiman el
exponente t, para el radio de una bola centrada en z, que ‘calibra’ la py—medida
de dicha bola. Este es el papel que juega la densidad logaritmica (inferior) de la
medida g (también se llama en la literatura dimension puntual de la medida), que
se define como el limite inferior (cuando el didmetro | U(z) | tiende a cero) del
ratio log u(U(z))/log | U(z) |, donde U(z) es un entorno del punto z (que varia
dependiendo del contexto). Magnitudes asintéticas con el sabor de éstas, buscando
exponentes de leyes potenciales, son las introducidas por Kolmogorov [KT 61], que
no son sino las dimensiones (superior e inferior) de Minkowski [Rey 92].

El primero en utilizar densidades logaritimicas inferiores para estimar exponentes
asociados a dimensién de Hausdorff, parece ser Billingsley [Bil 61] en el contexto de
probabilidad en que él maneja la dimensién de Hausdorff. Los resultados abstractos
de Billingsley se aplican de manera inmediata al intervalo unidad. El resultado
de mayor aplicacién se formula como sigue: 5i A es un boreliano en [0,1] tal que
#(A) > 0 para una medida de Borel finita que verifica

Lini log p(u,(z))

g Tun(e) | (3)

para algiin @ > 0 y para todo z € A, entonces dimA = a. Aqui u,(z) es el intervalo
diddico (es decir, de la forma [k27",(k + 1)27")) que contiene a z, y por tanto
| ua(z) |= 2°". Billingsley demostrd este resultado usando recubrimientos de A.
Tricot demuestra en un articulo de 1980 [Tri 80] este teorema de Billingsley usando
los resultados de Rogers y Taylor sobre densidades no-logaritmicas. Ello ilustra
el hecho de que las densidades no-logaritmicas de Rogers-Taylor y las densidades
logaritmicas de Billingsley siguieron en un principio caminos independientes.

En 1982 C. Tricot exhibe, combinando el lema de Frostman y la idea de dis-
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tribucién de masa, la manera precisa en que las densidades logaritmicas inferiores

a,(z) = liminf tog BT, T))

r—0 logr

esféricas

(3.6)

(aqui los entornos U(z) son bolas), estin vinculadas a la dimensién de Hausdorff.

En concreto, Tricot prueba la identidad

dimA = {p:f&?}ﬂ} :1CI€1£ a,(z) (3.7
para todo conjunto A analitico o de Souslin, ver {Fal 85] para una definicién. Dicha
relacién notable ya estaba de algiin modo sugerida en la literatura de las dimensiones
de Hausdorff. Mas sorprendente atin es el hecho de que una identidad dual a (3.7)
se verifique para la dimensién packing, cuya definicién (1.8) involucra un paso maés
en complejidad que la medida de Hausdorff. Tricot demostré la identidad

DimA = inf sup a,(z), 3.8
{wn{A)<oo} zen () (3:8)

donde

&,(z) = limsup log u(B(z, )

r—0 log r
es la densidad logaritmica superior (esférica). La relacién (3.8) supone una notable
simplificacién conceptual de la medida packing, al tiempo que la sitia desempefiando
un papel simétrico respecto a la dimensién de Hausdorff. Ello ha provocado que el
calculo de la dimensién packing se considere estandar y relevante asociado a los
problemas de teoria geométrica de la medida. Una revisiéon de los teoremas locales

que permiten estimar dimensién de Hausdorff y dimensién packing puede verse en

[Rey 92].

En 1982 L.S. Young [You 82| demostrd, inspirado en el teorema de Billingsley
citado arriba, una versiéon N-dimensional del mismo con la densidad (3.5) reem-

plazada por la densidad logaritmica esférica de la medida

au(#) = linglog u(B(z, )/ logr.

El teorema dice que si u{A) > 0 y uniformemente en A se tiene a,(z) = @, entonces
dimA = a. Ademads, motivado por cuestiones de sistemas dindmicos dotados de una
medida ergédica, Young mostré que eso implica que si ay(z) = a p—a.e. entonces

dimp = a. Este ltimo resultado (que se conoce como teorema de Young), y en
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general las técnicas locales, han tenido mucha trascendencia en la teoria y las apli-
caciones para el cémputo de la dimensién de Hausdorff. DGSH consiguen de hecho
el resultado de dimensién de la medida autosemejante encontrando que el valor de
la densidad estd dado p—a.e. por a,(z) = s(p).

Taylor y Tricot [TT 85] consideran la densidad inferior no-logaritmica ¢ la
Rogers-Taylor, y demuestran un teorema de densidad para la medida packing como
el de Rogers—Taylor (3.2)—(3.3). Una versién de este teorema serd necesaria en el
capitulo 4 (ver la seccién 4.3). Saint-Raymond y Tricot [ST 88] demostraron un
teorema de densidad que se formula de manera idéntica para la medida packing
v la medida de Hausdorff centrada, simplemente intercambiando los papeles de la
densidad esférica inferior por la superior. H. Haase [Haa 87, Haa 88, Haa 90] ha

extendido el teorema de densidad de Taylor-Tricot a contextos mais generales.

Lo que se puede considerar como la version de los resultados de Tricot en un
contexto de dimensién de medidas fue desarrollada por C.D. Cutler [Cut 86, Cut 90].
Una breve exposicion de algunos de sus resultados aparece en el capitulo 4, pues
el punto de vista de Cutler es mas adecuado para el modo en que alli se aborda el
problema de la medida packing. En este capitulo, sin embargo, los técnicas que se
usan las proporcionan resultados que se demuestran en el espiritu del teorema de
densidad de Rogers—Taylor. Sdlo el problema asociado a la medida de Hausdorff
se considera en este capitulo, dejando el de la medida packing, que requiere ideas
nuevas, para el siguiente.

3.2 Teoremas de densidad en conjuntos autose-
mejantes.

La utilidad de un teorema como el enunciado en (3.2)-(3.3) para el cdlculo de la
dimensién de Hausdorff reside en que se reduce una cuestién global (como es el
calculo de la medida de Hausdorfl usando recubrimientos) a otra local (el calculo de
la densidad sobre los puntos del conjunto bajo estudio). Cuando, como en el caso que
se trata en esta memoria, los conjuntos que se estudian estin construidos mediante
procesos de interseccién de familias de compactos particulares, las densidades en
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(3.2)-(3.3), o incluso las densidades esféricas, pueden ser dificiles de evaluar. Sin
embargo, el proceso de construccién proporciona, para cada punto z, una sucesion
encajada de compactos {K,(z)}, cuya interseccién es z. Si ademads las medidas que
se consideran son de tipo producto en el espacio de cédigos que dirige la construccion,

se tiene informacién precisa de cémo se comportan los ratios

p(Kn(2))/8(] Kn(z) ) (3-9)

cuando n — oo sobre conjuntos de puntos amplios (en sentido de la medida, y-a.e.).

De lo anterior se desprende la necesidad de traducir la informacién local que propor-
cionan los ratios en (3.9) sobre un conjunto dado en informacién sobre su medida
de Hausdorff. En el caso de las construcciones autosemejantes E con espacio de
estados M, los compactos naturales que conducen a z = (i), i € M™, son los -~
cilindros {Ej)jren. Por lo tanto se requiere un resultado que estime la medida
de Hausdorff de conjuntos sobre los que la densidad sobre cilindros tiene un com-
portamiento uniforme. Alternativamente, como se ha hecho en la literatura para
algunas construcciones disjuntas [CM 92, EM 92|, el esfuerzo puede ir dirigido a
traducir densidad en el espacio de cédigos a densidad geométrica esférica. Este es
esencialmente el modo en que se atacara el problema de la medida packing en el

siguiente capitulo.

Sea M = {1,2,...,m}, ¥ € §(M, N) verificando condicién de abierto con un abierto
V, v sea E el inico compacto invariante asociado a ¥. Recordar que F' = V. Seap€
P+ y u la medida autosemejante inducida por p en E {prescindiremos del subindice
p por comodidad). Nuestra intencién es definir una densidad ‘geométrica’ en z € E
sobre cilindros, i.e. definida no en el espacio de cddigos, sino en £. Eso afiade una
dificultad en nuestro caso: puesto que las construcciones que consideramos no son
necesariamente disjuntas, se plantea el problema de decidir sobre qué secuencia de
compactos (cuando hay varias disponibles) o cémo se evaldan los ratios de (3.9). La

solucién que damos es la siguiente.

Dada y € M*, y una funcién de dimensién ¢ € F definimos la siguiente ¢—densidad
superior de u sobre cilindros (geométricos) en z € E
#{(Fi)

¢ . . -1
& (z) = ] kSl L LIPS . 3.10
() = sup{ fgigopm) 7 (z)} (3.10)
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Observar que el compacto Fj;) se puede sustituir en esta expresién por el con-
junto compacto més pequefio Fjyy. Llamaremos cilindros a ambos conjuntos in-
distintamente, y trabajaremos preferentemente con Fj). Observar también que
rik) =| Figry | (recordar que se asumié en el capitulo 1 que | V' |= 1). Escribiremos
E:‘() cuando la funcién de dimensién sea potencial, i.e. ¢(¢) = &°.

Para demostrar el teorema 3.2.3 serdn necesarios algunos lemas previos. Para
cada bola B de radio r > 0, considerar la coleccién de cilindros G(B) definida
mediante

G(B) = {Fi(k) (1€ M]N, Fi(k) NB#0, Ti(k) < 7 Pero rik-1) = r}. (3.11)

El siguiente lema fue demostrado en el caso particular de ¢(£) = £* por MLA. Martin
y P. Mattila en 1988 [MM 88]. Aqui extendemos el resultado a la clase general de

funciones de dimensién F.

Lema 3.2.1 Sea B una bola de radio r > 0, y sea G(B) la coleccion en (3.11),

entonces

1) cardG(B) < q < 400 independientemente de r (3.12)
ii)  Tpecm (| P i) < gb(r) para tode ¢ € F (3.13)
demostracién:

La demostracién de i) es bien conocida, se puede ver en detalle en [GMMR 93].
Es consecuencia del hecho de que cada cilindro de G(B) contiene una bola B; de
radio mayor o igual que pur, donde p > 0 es el radio de una bola contenida en V.
Ademis la condicién de abierto implica que todas las bolas B; son disjuntas. Si se
considera una bola B, concéntrica a B y con radio 2r, se tiene que todas las bolas
{B;:i=1,...,cardG(B)} estan contenidas en Ba,, y por tanto para una constante

Cn que so6lo depende de la dimension se tiene

Cn(2r)¥ 2\~
cardG(B) < —;-(-——r)— S = (p_u) = ¢ < 400,
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que es lo que afirma i).

Ahora, para todo Fjx) € G(B) se tiene ryx) < T, y puesto que ¢ es decreciente
#(riggy) < ¢(r). Por tanto

3 ¢(1 P ) < cardG(B)g(r) < g¢(r),

PeG(B)

y por tanto se tiene ii). O

Decimos que una familia de conjuntos {U:}iew, Ui C E para todo 7, es u—disjunta
si p(U; N U;) = 0 para @ # j. El siguiente lema es una consecuencia del ©-lema, y
se usard en la prueba del teorema de densidad 3.2.3.

Lema 3.2.2 Sea U = {Ci}ien una familia de cilindros en E, (ie. U C{E;:iE€
M*}) tal que C; ¢ C; para i £ j. Entonces U es p—disjunta.

demostracion:

Dos cilindros diferentes de ¢/ (no contenido el uno en el otro) pueden intersecar.
Suponer pues i # j tales que C:NC; #0. Seani€ M*yje M, conk,l€N,tales
que C; = Ej y Cj = Ej. Sean = min{q : iy # jo}- Asf i(n) = j(n), y por tanto

ENE;= (Pi(ﬂ)(E"nH-u-.ik N Ejpys,en i) C

C i) (Bines (B) N @snis (B)) C in)(©) € 7.
E] ©-lema implica entonces que p(C; N C;) = 0, y por tanto U es p—disjunto. O
Como consecuencia del lema, todo recubrimiento de un subconjunto de E medi-
ante cilindros se-puede tomar p—disjunto. Observar que el lema es igualmente cierto
si se toman recubrimientos mediante cilindros Fy, i € M*. Ahora demostramos el
teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.2.3 (de densidad)
Sea y € M* una medida autosemejante en E. Seca ACE, y$¢€F. Seana yb
- dos constantes finitas y positivas. Entonces se liene
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1) Sisupgea 3?;(3) < a, entonces H*(A) > (aq)'u(A), donde q es la constante
en (3.12) y A es Cr-medible.

il) Si inf,eA_Jﬁ(z) > b, entonces H¥(A) < b71¢", donde ¢* es la constante en

(1.6).

demostracion:

i) Como se pretende obtener una cota inferior para la dimensi6én basta demostrar
que la tésis se cumple para A \ ©*. De esta manera, se tiene

H*(A) > H*(A\ ©°) 2 (ag) ' u(A\ ©7) = (aq) " 1(4),

como consecuencia del ©-lema. Por tanto basta demostrar i) para A\ ©*. Abora,
dado = € A\ ©* hay un sdlo cédigo i € 77'(z) de manera que el supremo en (3.10)
es superfluo.

Observar que para todo = € A se tiene que Eﬁ(m) < a — ¢ para algiin € = ¢(z) > 0.
Esto equivale a que p(Fir)) < (e —€)¢(rip)) para todo k > n(x). La técnica clésica
consiste en clasificar ahora los puntos de A segin el entero n(z). Por tanto, para
n € IN, considerar el conjunto
A, = n {r(i) € A\O":1€ MN,p(Fi(k)) < (a — €)¢(ri()) para algin ¢ > 0}.
k>n
 Claramente A, es una sucesién no-decreciente de conjuntos tal que Unen An =
A\ ©*. Sea 0 < § < w™, y considerar un 6-recubrimiento R, = {B; : j € N} de A,
mediante bolas. Tomar, para cada bola B; € Ry, la coleccién de cilindros

Ga(j) = {P € G(B;) : PN A, # B},

donde G(B;) es la coleccién de cilindros definida en (3.11). Observar que, dado que
§ < u™, para todo P € Gy(J) se tiene que

#(P) < (a—e)g(I P|) < ad(| P ), (3.14)

puesto que P es un cilindro de generacién posterior a n y contiene un punto de A,.
Por lo tanto, para el recubrimiento elegido se tiene

Y #Bhzeat Y X Pz

Bj€Rn JEN PECa{j)
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>¢ Y. S u(P)2(ga) " u(An),

JEN PeGL(J)

donde la desigualdad (3.13), la desigualdad (3.14), y el hecho de que U;en Upreca(i) P>
A, se han aplicado en ese orden. Entonces se tiene que

HE(A) > Hf(An) 2 (29) 7 1(4n)

para todo n € IN. Haciendo § tender a 0 se obtiene que & #(A) > (aq)"'p(An) con

n arbitrario. Como la medida u(A,) de hecho aumenta a la medida de A se tiene
H%(A) 2 (ga)7'#(A).

ii) Sea € > 0 con b—¢ > 0. Ahora para cada z € A se tiene que ?;(:c) > b—gf2,
y por tanto (de la definicién (3.10)) existe algin i, € 7~1(z) tal que la desigualdad

p(F) > (b= €)d(ri,m) (3.15)

se verifica para infinitos valores de k. Para demostrar que la medida de Hausdorff
es finita basta encontrar, para cada § > 0, un é-recubrimiento R del conjunto A
que arroje una suma Y yeg (| U |) finita. Sea pues § > 0, y tomar ko € IN tal que
U* < § (recordar que U = maxiem r;). Ahora para cadaz € A considerar el entero
k(z) definido por

k(.’L‘) = rmu{k k> ko, #(-Fi,(k)) > (b - E)Cﬁ(Ti:(k))}, (316)

donde i, € 771(z) es el cédigo elegido arriba. De (3.15) se tiene que k(x) esta bien
definido, y puesto que k(z) > ko para todo z € A se tiene que | B, k() |< 6. Por
lo tanto la coleccién

{Fip : k= k(z),2 € A}

es un $—recubrimiento de A mediante cilindros, que por el lema 3.2.2 puede tomarse

pi—disjunto. Denotando este é-recubrimiento p—disjunto por U = U(6), se tiene de
(3.16)

S (P (b—e)t X u(P) < (b—e) 7 u(E),
Pelt Peu

puesto que U es u—disjunto. Por lo tanto HE(A) < (b—¢)™!, y puesto que £ > 0 es
arbitrario se tiene el resultado. Puesto que H? denota medida de Hausdorfl esférica
(ver la seccién 1.1)), y los recubrimientos /(é) obtenidos son recubrimientos por
cilindros, se debe usar la relacién (1.7) para que la afirmacién ii) sea precisa. O
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Nota 3.2.4 Observar que la prueba del teorema 3.2.3 no hace uso del hecho de que
la medida p sea una medida producto, excepto porque debe aplicarse el ©-lema.
El teorema anterior por tanto es valido para medidas u mds generales que tengan
la propiedad de que el conjunto ©* tenga p—medida nula. Esto sucede en general
cuando la construccién autosemejante es disjunta (0* = @), o cuando el conjunto
de solapamiento ©* es numerable. Bajo alguna de las anteriores hipdtesis, cualquier
medida finita g cuya o—3lgebra contenga a los cilindros geométricos (por ejemplo,
una medida de Borel, ya que estos conjuntos son compactos) verifica el teorema con
cambios menores. En concreto, el conjunto A en i) debe estar en la o-algebra de
la medida, y la estimacién que se obtiene en ii) es H*(A) < 67'¢*u(E). Observar
también que la hipétesis 1) puede debilitarse a que A contenga un conjunto de p-
medida positiva para el que la densidad Et esta uniformemente acotada por arriba.

Los resultados de densidad de Taylor y Tricot [TT 85] y de Saint-Raymond y
Tricot [ST 88] son més ajustados que la parte ii) en el teorema de densidad anterior,
en el sentido de que consiguen demostrar que H?(A4) < Cb~'u(A) con una constante
C > 0, si la densidad superior esférica que ellos manejan estd uniformemente acotada
por debajo en A por la constante b. Observar que esto es mas fuerte que la afirmacién
ii) en el teorema 3.2.3. Se puede conseguir esta mejora en nuestro caso también,
pero una condicién mas fuerte que la exigida en ii), Eﬁ(z) > b para cada z € A, es
necesaria. Aunque esta mejora no sera precisa en lo que sigue, ilustra bien como esta
articulada la densidad que hemos definido en (3.10); y por ello se recoge el resultado
en la siguiente proposicién

Proposicion 3.2.5 Sea A€ C,NE. 5i

o . #(Fim)
o b 3.17
seh ie;*’(z) { ﬁsgp ¢'(Ti(’=))} ( )

enionces

HY(A) < 576" A). (3.18)

demostracién:
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Sea 0 < € < b. Observar que la condicién (3.17) implica ahora que, para cada
z € A, la desigualdad

u(Figy) > (b—€)é(ripny) (3.19)
se verifica para infinitos valores de k € IN, pero también para todos los cddigos
i € 77(z). Esto permite recubrir bien el conjunto A mediante cilindros de modo
que la desigualdad anterior se verifique para los cilindros del recubrimiento (o sus
descendientes). Sea ¢ > 0 arbitrario, y tomar un recubrimiento {Ci}ien de A
mediante cilindros geométricos tal que

Y u(C) < w(A) +€. (3.20)
iEN
Sea § > 0 y tomar kg € IN tal que U* < . Ahora, para cada z € AN Cj, elegir el
entero

k(z) = min{k : k > ko, p(Fiy) > (b—€)d(ri(r)), Fiy C Ci para algini:=1; € 71 (z)}.

Observar que k(x) estd bien definido para todo = € A, puesto que {J; C; cubre A,
y (3.19) se verifica para todo i € 7~'(z). Observar también que no basta con que
(3.19) se verifique para un cédigo i, especial, como en el teorema 3.2.3 i), ya que
una secuencia {Fi(y) }xen puede no verificar (3.19) para ningiin k € IN, y sin embargo
ser la linica que proporciona un cilindro contenido en €l cilindro C; tal que x € C.
En tal caso k(z) no estaria bien definido.

La coleccién U = {F 4y : k = k(z),z € A} es un §-recubrimiento de A (puesto
que k(z) > ko para cada z € A), y del lema 3.2.2 puede tomarse p—disjunto. Como
Upeu P C Uien Ci se tiene

Y HPY<(b—e) Y u(P) <

Peu Pelt
< (b— ) X2 u(C) < (b— &) ((A) + ).
iEN
Haciendo 6 tender a 0 se tiene H?(A) < (b—¢&)~'(u(A) + £), y puesto que € > 0 es
arbitrario H#(A) < 57 (u(A) + £). Por dltimo, toda la construccién es vélida para
£ > 0 arbitrario, y por tanto se sigue el resultado. O.

Nota 3.2.6 Podria haberse definido la ¢—densidad superior como en (3.17) en lugar
de la definicién (3.10) que hemos elegido, es decir tomando el infimo de los limites
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lim supy, p(Fix))/ #(ri(x)) sobre 7~1(z) en lugar del supremo como en (3.10). De
este modo se consigue que la estimacién (3.18) de la proposicién 3.2.5 sustituya a
la afirmacién més débil ii) del teorema 3.2.3. Sin embargo, se comprobrard que
la eleccién del supremo en (3.10) es la adecuada para los resultados que aqui se
obtienen. Observar también que ambas definiciones coinciden en el conjunto E'\ 0,
y por tanto la estimacién (3.17) se verifica para todo A€ E \ 0~

En ocasiones, no se puede disponer de una informacién tan ‘fina’ como la que
proporciona las densidades no-logaritmicas, y sin embargo, si se puede calibrar el
comportamiento potencial de la medida de los cilindros en términos de su diametro,
i.e. se puede estimar la densidad logaritmica de la medida. De este modo, se pueden
debilitar las hipétesis del teorema 3.2.3 sobre la densidad d en los puntos de A a
costa, claro estd, de obtener informacién solo sobre la d1men310n de A. Ahora
introducimos una densidad logaritmica que se evalda sobre cilindros, y que esta
definida en el espacio geométrico. La densidad logaritmica que esta naturalmente
asociada a la densidad no-logaritmica Ef‘ es la que definimos a continuacién. Para
€ Mty z € E se define la densidad logaritmica inferior (cilindrica) de p en z
mediante

1 Y
D, (z) = inf {liminf log #(Fiw)
k—o00 ]_Og f‘i(k)

cien ()} (3.21)

El resultado de densidad que se tiene ahora es el siguiente

Teorema 3.2.7 (de densidad logaritmica)
Sea p € M*, y A CCy. Entonces se tiene

i) Siinfzes D,(2) > @ y p(A) > 0, entonces dimA > a.

i1) Sisup,cq D, (z) < B, entonces dimA < B.

demostracion:
La demostracién del teorema se reduce al teorema de densidad 3.2.3.

i) Sea t < a. De la hipétesis se tiene que D, (z) > t' para todo z € Ay para un
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t’ > t. Sea ¢ € A. De la definicién (3.21) entonces se deduce que la desigualdad

log u( Fiy) < tlogrig (3.22)

se verifica para todo 1 € #~!(z) y para todo k suficientemente grande. Observar que
{3.22) implica entonces que la desigualdad

— u(Fig)

S <1
Titk)

se verifica para todo i € 7~!(z) y para todo k suficientemente grande. Esto es

equivalente a que

limsup p(Fi) /iy < 1,
—00

para todo 1 € #~1(z) y por tanto la t~densidad no-logaritmica verifica Eii(:z:) < 1.
Hemos demostrado por tanto que para todo € A se tiene HL(:::) < 1, y por tanto €l
teorema de densidad 3.2.3 implica que H'(A) > ¢ 'u(A). Como u(A4) > 0, se tiene
que H*(A) > 0 para t < « arbitrario. De la definicién de dimensién de Hausdorff se
tiene entonces que dimA > a como se queria demostrar.

i1) La demostracién es similar a la de la parte i). Sea ahora t > 8, de modo que
para todo z € A se tiene

log u(Fi (k) > tlogri xy (3.23)

para (al menos) un cédigo particular i, € 77}(z), y para infinitos valores de k. Esto

se puede formular equivalentemente como que la desigualdad

w( )
— —>1
Tiz(k)
se verifica infinitamente a menudo en & sobre un cédigo 1, que proyecta sobre z,
y ésto se tiene para todos los puntos z € A. Esta desigualdad por tanto se puede
expresar en términos de la densidad no-logaritmica mediante

E:J(x) >1

para cada z € A. El teorema de densidad 3.2.3 ii) implica por tanto que H'(A) <
2! < 400, i.e. dimA > t. Como t > a arbitrario se sigue ii). O

Nota 3.2.8 Los comentarios de la nota 3.2.4 son también aplicables en el contexto
del teorema 3.2.7.
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Los resultados de densidad 3.2.3 y 3.2.7 pueden formularse sin dificultad en
términos de la dimensién de Hausdorff de conjuntos que se obtienen mediante la
proyeccién por = (ver (1.14)) de conjuntos de cédigos de M™ con propiedades de
densidad adecuadas. Por ejemplo, en el caso de la densidad logaritmica el resultado
€s COmo sigue.

Corolario 3.2.9 Sea v = vp, la medida producto en MM inducida por p € Pt y
sea B C MM, Entonces se tiene

i) Si liminfMM > a y v(B) > 0, entonces dimr(B) 2 «.
k

~eo TIOgTIR

ii) Si iminf M—D-)— < B, entonces dimn(B) < 8.
k—oo —lcsg'fi'(,;)—

demostracion:

1) Se sigue del teorema 3.2.7 si se considera A = 7(B) \ ©*. Observar que para
todo z € A se tiene un tnico i = #71(z) y por tanto D (x) > a. Aplicar ahora el
teorema 3.2.7 a A y se tiene dimn(B) > dimA > a.

ii) Ahora claramente D ,(z) < f para todo ¢ € 7(B), y por tanto el teorema
3.2.7 11) implica el resultado. O

Es claro que un resultado similar al teorema de densidad 3.2.3 puede enunciarse,
igual que el corolario 3.2.9, en términos de B C M™ y su proyeccién =(B) C E,
como en el anterior teorema.

Nota 3.2.10 Una observacion interesante relativa al teorema 3.2.7 es la siguiente.
Notar que no es necesario exigir que la y—medida de A sea positiva para la estimacion
superior de la dimensién (parte ii}), esta acotacién se tiene independientemente de
cial es la medida de A. Sin embargo, la exigencia u(A) > 0 es crucial para obtener la
estimnacién por debajo de la dimensién de Hausdorff de A. En ocasiones los conjuntos
que se consideran son de p-medida nula y sin embargo geométricamente importantes
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(pueden tener dimensién de Hausdorff grande). Dos ejemplos de esta naturaleza se
exhiben en la seccién 5.3 (son los conjuntos que alli se denotan por £y Rp). Es por
tanto interesante debilitar la hipStesis p(A) > 0 en el teorema 3.2.7 de modo que
ain se tenga dimA > a. Tal resultado puede conseguirse si el conjunto de v—medida
nula 771(A) es ‘suficientemente grande’. Para estimar el tamafio de los sucesos de
probabilidad nula, Billingsley introdujo en 1961 la dimensién de Hausdorff en teoria
de probabilidad. De esta manera, si un conjunto de ¥—medida nula tiene dimension
de Hausdorff-Billingsley plena, todavia se respeta la desigualdad ii) del ieorema
3.2.7. Este resultado se demuestra en la seccién 5.3, y se aplica a los ejemplos
mencionados.

3.3 Singularidad de las medidas autosemejantes
respecto a la medida de Hausdorff en su di-
mension.

En esta seccién se usaran las técnicas locales de la seccién anterior para estudiar
la geometria de las medidas autosemejantes. Es claro que la dimensién de g da
una idea de la ‘concentracién’ de la medida, y por tanto de su geometria. Como se
ha explicado en el capitulo 1, se sabe que la medida pp es singular respecto a H*
para t > s(p). Aqui se demostrard que éste es también el caso para la medida de
Hausdorff H*®),

En primer lugar formularemos condiciones locales, i.e. en términos de las den-
sidades introducidas en la seccién anterior, equivalentes a la singularidad o con-
tinuidad de la medida respecto a una medida de Hausdorff dada. Para ello hemos
de generalizar un resultado clisico de teoria geométrica de la medida. Dada una
medida de Borel g en RN, en 1961 C.A. Rogers y S.J. Taylor [RT 61] caracteri-
zaron la singularidad/continuidad de u respecto a una medida de Hausdorff H¢ en
términos de la ¢—densidad superior Rgﬁ sobre rectangulos de RV (la definicién se
dio en el primer parrafo de la seccién 3.1). El resultado clave para obtener una
caracterizacién de este tipo en términos de otra funcién de punto tipo—densidad

d como la que hemos definido en (3.10) resulta ser un teorema como el 3.2.3 que
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hemos probado en la seccién anterior. Aunque las medidas autosemejantes son de
Borel, el resultado que probamos a continuacién se verifica para medidas generales.

Incluso cuando, como en nuestro caso, la medida p es de Borel no es necesario exigir

medibilidad Borel a la funcion d.
Se dice que una medida g, con o-algebra A, tiene representacion integral respecto a

1a medida de Hausdorff H? si existen Ey € A con H?-medida o-finita y una funcién
H%-integrable f tales que para todo A € A se tiene pu(A) = Jang, f(z)dH?.

Teorema 3.3.1 (Extensién del Teorema de Rogers-Taylor (medidas de Hausdorff ))
Sea p una medida in RN con o—dlgebra A, y sea ¢ € F. Suponer que exzisten una
funcién de punto A-medible

d=dyg4 : RY — [0,+00],

y una constante C > 0 verificando las propiedades
(i) Si d(z) < a para todo z € A con A € A, entonces aCH?*(A) 2 p(A).
(i) Si d(z)> b para todo T € A, entonces H*(A) < Cb~1.
Entonces
(a) p es continua respecto a H? si y sélo si d(z) < +oo p-a.e.
(b) g es singular respecto a H® si y sdlo si d(z) = +oo p-a.e.

(c) p tiene representacion integral respecto a H® si y sélo si 0 < d(z) < o0

ji-a.e.

demostracion:

Se hace la demostracién en varios pasos. Primero se demuestran tres hechos que
se tienen como consecuencia de las hipétesis (i) y (ii) del teorema, y después se
usan éstos para probar las tésis (a), (b) y (c).
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(1) Si d(z) = +o0o para todo x € A, entonces H*(A) = 0.
Sea K € IN, y considerar el conjunto A-medible Dg = {z : d(z) > K}. Como
A C Nxen Dk se tiene de (ii) que H?(A) < H*(Dg) < CK™'. Como K es
arbitrario se sigue que H#(A) = 0.

(2) Sea A € A. Si d(z) < oo p-ae. en Ay H*(A) =0, entonces p(A)=10
Puesto que u(A) = Unew p(AN{z : d(z) < n}) se tiene de (i) que p(AN{z : d(z) <
n}) < nCH®*(A) = 0, y por tanto p(4) = 0.

(3) Sea A € A. Si d(z) = 0 para todo z € A, y A tiene H%-medida o-finita,
entonces p(A) = 0.
Sea A = U;en Ai con H?(A;) < +oo. Puesto que para cada ¢
A;C () {z:d(z) <m™}
mEN

se tiene de (i) que u(4;) < m~*CH?(A;). Como H?(A;) es finita y m es arbitrario
p(A;) =0,y asi p(A) = 0 también.

A continuacién se prueban las tésis del teorema.

(a) (si) Sea A € A tal que H*(A) = 0. Puesto que d(x) < +oo se tiene de (2)
que p(A) = 0 y por tanto g es continua respecto a H ¢,

(sélo si) Asumir que u es continua respecto a H ¢. Como se tiene siempre (ver
(1)) que H*({z : d(z) = +oo} = 0, entonces u({z : d(z) = +oo}) = 0, y entonces
d(z) < +oo pae.

(b) (si) Como H*({z : d(z) = +oo}) = 0 en general, y el conjunto {z : d(z) =
+00} es A-medible, se tiene que p es singular respecto a H ¢,

(sélo si) Sea Ey € A tal que H#(Ey) = 0 con Ey concentrando la medida g.
Puesto que Eo N {z : d(z) < +oo} es A-medible, si se aplica (2) se tiene que
w(EoN{z : d(x) < 4o0}) =0, y por tanto d(z) = +oo p-a.e.

(c) (si) Como d(z) < +00 p—a.e se tiene de (a) que u es continua respecto a H ¢,
Considerar ahora, para cada m € IN, el conjunto D,, = {z : d(z) > m~'}. De (ii)
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se tiene que H#(D,,) < Cm y por tanto el conjunto ), Dy tiene H®-medida o-
finita y concentra la medida p. El teorema de Radon-Nykodim (ver e.g. [Rud 79])
implica entonces que la medida p tiene representacién integral respecto a la medida
H?, en los términos especificados arriba.

(s6lo si) Asumir que la medida g tiene representacién integral respecto a la
medida H®, ie. u(Ad) = [4ng, f(z)dH*(z) con Eq € A de H*-medida o-finita.
En particular esto implica que p es continua respecto a H?, y de (a) se tiene que
p{{z : d(z) = +00}) = 0. Como E, tiene H*-medida s—finita se tiene de (3) que

p(Eon{z 1 d(z) =0})=0.
Por tanto u(Ey N {z: 0 < d(z) < +00}) =1 y se sigue el resultado. Esto concluye

la demostracion del teorema. O

Aplicaremos el teorema anterior a la medida autosemejante g, con la densidad
E‘: desempefiando el papel de la funcién de punto d en las hipdtesis del teorema.
Puesto que el teorema de densidad 3.2.3 proporciona las hipétesis i) y it) del teorema
de Rogers-Taylor (basta tomar la constante C = max{¢*,q}), sblo es necesario
comprobar que la funcién de punto E’ﬁ es C,~medible. Ese es €l contenido de la

Proposicion 3.3.2 Sea p € M"Y una medida autosemejante, y sea ¢ € F. En-
tonces la ¢—densidad superior ?; : RN = [0, +00] definida en 3.10 es C,~medible.

demostracién:

Basta demostrar que para todo a € IR el conjunto
D,={z:d <a) (3.24)
es C~medible.

Considerar en primer lugar para cada k € IN la aplicacién fi : M™ > [0,+o0)
definida por

. _ (k)
Feli) = P(rigry)
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Como f; es constante sobre cilindros es continua en MY, y por tanto Borel-medible.
Como la o—3lgebra C contiene a los conjuntos de Borel de M™ se tiene que f; es
C-medible. Por lo tanto

F(i) = lim sup f(i) (3.25)

es C—medible. Ahora observar que la densidad Eﬁ esta dada por

d(@)= swp f(i),
ier—1(z)
con f(i) como en (3.25). El hecho de que la densidad Eﬂ sea C,-medible es esen-
cialmente consecuencia del isomorfismo de espacios de medida que se demostrd en
el teorema 2.3.1. Se procede como sigue. Descomponer £ como E = (E\ 0*) U 07,
de modo que si se considera

B:=7x"Y(E\ 0= MY\ 7r71(0%)

la aplicacién 7 |p es una biyeccién. Como consecuencia 7 |g transforma conjuntos
C-medibles en MY en conjuntos C,—medibles en E. Para probar esta afirmacién
suponer lo contrario, i.e. #{A) no es C,~medible para un A € CNIB, donde C es la
o—4lgebra de los cilindros en M. Como 7 es una biyeccién en los subconjuntos de
IB se tiene que 77!(x(A)) = A, y de aqui una contradiccién con que A € C (recordar
que por definicién B C E es C,—medible si #~1(B) € ).

Descomponer entonces el conjunto D, en (3.24) como
D,=(D,Nn(E\O*))U(D.NO").

Del ©-lema se tiene que D, NO* tiene u—medida nula, y por lo tanto (si se considera
la medida g completa) es C,—medible. El conjunto D,N{E\©*) es C,—medible como
consecuencia de que esti contenido en B, y 7 |p transforma medibles en medibles

como se ha probado arriba. Por tanto D, es C,-medible como unién de conjuntos
C.—medibles. O

El teorema de Rogers-Taylor reduce por tanto el problema de la geometria de
una medida autosemejante y € M™ al estudio del comportamiento ‘tipico’ de las
densidades Eﬁ Si se considera la familia ¢(£) = €%, ¢ > 0, y se entiende el com-
portamiento p—‘casi seguro’ de las densidades :ii para t > 0, entonces se resuelve
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el problema de la dimensién de g. La teoria de probabilidad permite entender ese
comportamiento, y resolver por tanto el problema. A continuacién se da una de-
mostracién breve del hecho conocido de que la dimensién de pp es s(p). Con ello
se busca ilustrar el modo en que se combinan las técnicas locales y la probabilidad

para, via el teorema 3.3.1, obtener resultados acerca de la geometria de pp.

La siguiente notacién se emplears repetidamente durante éste y los siguientes
capitulos. Sea p € P+, y sea v la medida producto []7° p en M N SeaZ:M—R
una variable aleatoria en M. La notacién {Z;};en denota el proceso estocastico
independiente (bajo v) asociado a Z en M™; esto es, paracadaj € N, Z; : M No R
estd dado por

Z;=Zopr,o1, (3.26)

donde pr; : MY = IR es la proyeccién sobre la primera coordenada
prl(ilai% -- ) =,

y 7 es la aplicacién shift definida en (2.9). La sucesién de v.a. {Z;}jen es una
sucesién de pruebas repetidas o pruebas de Bernouilli. Para cada k € IN, la expresion
SZ(i) significard

SEG) =3 Z;(i), (3.27)

i=1

para i € MY, La esperanza de la variable Z respecto a la distribucién de probabil-
idad p en M se denotara mediante £[Z], cuando p esté fijado en la discusioén y se
sobreentienda por tanto en esa notacién.

Teorema 3.3.3 Sea ¥ € S(N, M), y p € P*, entonces
Dimpp = dimpp = s(p), (3.28)
donde pp es la medida autosemejante asociada al par (¥,p), y s(p) estd definido

en (3.1).

demostracién:
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Sea t > 0, y considerar la familia de variables aleatorias en M definidas por
X(*)(i) = log p; — tlogr;. (3.29)

Observar que £[X®] = Y;¢pr pi(log p; — tlogr;) = 0 si y sélo si t = s(p), mientras
que E[X®] > 0 para t > s(p) y £[X®] < 0 para ¢ < s(p). Por lo tanto, se tiene

. ax®e | doo sit> s(p)
dim S.7(1) = { —oo sit < s(p) (3.30)
para v—casi todo i € MY, puesto que la ley fuerte de los grandes nimeros implica
que lim,_,o n7 18X (1) = E[XV] v-a.e. Sea z € ‘.IT(BE)OO)) donde Bgn) es el conjunto
de Besicovitch fino de M™ definido en (2.28). Puesto que la proyeccién 7 es una
biyeccién en Bf,m), la densidad EL(:I:) puede escribirse como

Hnizl pi'?' —

—t
d, (z) =limsup =
#( ) 00 I—[J=1 r‘t'j

= exp(limsup ) _(log p;; — tlogr;;)) =

= exp(limsup SX (1)),

donde i = #~1(z). Por lo tanto, de (3.30) se tiene p-a.e.

CACR Il e -

El teorema 3.3.1 implica entonces que p es singular respecto a H* si t > s(p), y con-
tinua respecto a H* si t < s(p). Ello equivale a la afirmacidn (3.28). La afirmacién
sobre la dimensién packing se puede obtener como consecuencia de resultados mas

fuertes de la seccién 4.3. También se puede obtener como explica la nota debajo. O

Nota 3.3.4 Podria haberse usado la ley fuerte de grandes nimeros para obtener
directamente que D,(z) := D,(z) = D,(z) = s(p) para un conjunto de p-medida
uno (la densidad logaritmica superior cilindrica D, (-) se define como la definicién en
(3.21) pero con limite superior en lugar de limite inferior). El teorema de densidad
logaritmica 3.2.7 prueba entonces que esto basta para probar que dimp = s(p),

como en el teorema de Young (ver la seccidon 3.1). A continuacién se muestra esta
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afirmacién. Del teorema 3.2.7 se sigue que dim{z : D,(z) = s(p)} = s(p), puesto
que éste es un conjunto de p-medida plena. La cota superior dimp < s(p) es obvia.
Para obtener la cota inferior, sea ¥ C,—medible con p(Y) = 1. 5i se considera el
conjunto de y—medida plena Y =Y n{z: D,(z) = s(p)} se tiene del teorema 3.2.7
que dim¥ > s(p) y por lo tanto dimg > s(p). La afirmacién sobre la dimensién
packing de la medida se sigue de que la medida es regular, i.e. existe la densidad
D,.(z) p-a.e., y exacta, i.e. D, (z) =cte. p-a.e.;y de los resultados de C.D. Cutler
[Cut 90]. Una breve exposicién del trabajo de Cutler puede verse en la seccién 4.1.

Encontrar el comportamiento ‘potencial’ de la medida p consiste en encontrar
un ¢ > 0 verificando una ‘ley’ del tipo

log u(U(z)) ~tlog |U(z)]| p—ae. (3.32)

cuando | U(z) | se aproxima 0. U(z) es un ‘entorno’ de z de alguna clase: rectangulos,
bolas, cilindros..., dependiendo de la densidad d que se considere. Si se verifican las
hipdtesis del teorema 3.3.1 para d, se sigue, como se ha visto en la nota anterior,
que dimp = ¢t. Observar que (3.32) se verifica para un miembro derecho de la forma
log |U(z)|* g(| U(z) |), donde g es una funcién cualquiera verificando

. logg(§)
lim —>2 = 0.

En tal caso se puede decir de manera ‘gruesa’ que u(U(z)) ~| U(z) |*. Por ‘grueso’

(3.33)

debe entenderse ‘logaritmicamente’. Mientras que ¢ no desempefia ningin papel en
la densidad logaritmica, éste es crucial para la densidad no-logaritmica, que como
se ha visto est3 relacionada con cuestiones més finas relativas a las medidas H?.
La solucién éptima al problema de la medida consiste en encontrar la funcién de
dimensién ¢ que ‘equilibra’ el comportamiento local de la medida, en el sentido de
que p(U(z)) ~|U(z)| ¢(|U(x)|) p~a.e. cuando |U(z)|— 0 (el simbolo ‘~’ debe
entenderse aqui como que el limite (superior) del cociente entre ambos miembros
es constante). Asf la funcién de densidad d estd acotada en p—casi todo punto .
El teorema 3.3.1 afirma entonces que x tiene representacién integral respecto a la
medida de Hausdorff H? con ¢(£) = £'g(€). Puede pensarse que tales medidas
juegan el papel correspondiente a los ¢-conjuntos, i.e. conjuntos A tales que 0 <
H#(A) < +oo.
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Resuelta Ia cuestién referente a la dimensién de la medida, el objetivo en prlIlClplO
es encontrar una funcién de dimensién ¢ que ‘calibra’ la funcién potencial de la

dimensién, en el sentido de que

#(€) = £3™g(¢) (3-34)
con g verificando (3.33); y tal que ‘equilibra’ la medida u localmente, esto es
0 < limsup — AlU)) < +00. (3.35)

¢—o—ottoHe}|)
Tal objetivo puede ser demasiado ambicioso en muchas ocasiones, ya que no hay
a priori modo de determinar el calibrado adecuado para la funcién potencial. Sin
embargo, un poco mas de teoria de probabilidad proporciona de modo natural una
familia paramétrica de funciones de dimensién, y un valor de corte del parametro
tal que el comportamiento de la densidad d cambia de modo dréstico para valores

por encima y debajo del valor de corte. Esto es un refinamiento de lo que sucede
con el valor de corte dimy y la familia £* (ver (3.31)).

Sea p € P+, y 4 la medida autosemejante asociada. Sea G = {¢a: @ > 0} la
familia uniparamétrica de funciones de variable real

bal£) = £ exp{a(2log £ P logloglog ¢ P)!/7}, (3.36)
donde s(p) = dimy est4 definido en (3.1), ¥
e(p) = (3 pilogri)™ <0. (3.37)
ieM

Observar que para o = 0 se tiene ¢p = ¢*®), La clase Gy ‘calibra a la izquierda’ a

la funcién de dimensién £*® | en el siguiente sentido: se tiene para todo o 2 0

- s(p) | -
Jim, log £/ log $a(£) = 1,
pero
i £2(P) _
Jim ¢ P [4a(£) =0.

Esto ltimo implica que
H#= > [P (3.38)

para todo a > 0. La clase de funciones {H* : ¢ > 0} se ordenan cldsicamente de
mayor a menor (i.e. H° a HV, puesto que la familia decrece cuando ¢ aumenta). Se
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puede decir entonces arriba que H ¢a ‘refina a la izquierda’ a la medida H s(P), y por

extensién que la clase Gy también refina a la jzquierda a la funcién potencial £5(P),

Se define la clase de funciones de dimensién F* como las ¥ € F tales que
¥(z)¥(y) < ¥(zy), para =,y > 0 que hagan que la expresién tenga sentido. Del
mismo modo se dice que 3 € F~ si P(z)P(y) = ¥(zy). Se puede demostrar [Mor iii]
que F+NF- = {¢ :t > 0}. Elsiguiente lema justifica que las funciones ¢, € G
estan en la clase de funciones de dimensién definidas en (3.36), y recoge alguna
propiedad que ser4 necesaria ocasionalmente. También sera necesario en el capitulo
4.

Lema 3.3.5 Seat > 0, ¢ < 0, y @ € R, y considerar la familia de funciones de
variable real

¢$a(x) = x" exp(af(x)), (3.39)
con f(x) = (2logx°logloglog x° Y2, Entonces

i) ¢ € F.

ii) ¢o € F~ para todo a >0, y ¢o € F* para todo & £ 0.

ba(ax)
$a(x)

iii) Jim,_o+ =gt > 0, para todoa >0

demostracion:

Escribiremos ocasionalmente en la demostracién f(x) = h(logx°), donde

h(€) = (2 loglog £)'/%. (3.40)
Observar que limg..g+ h(§) = +oo, K'(§) >0s1{ > e,y

lim A'(¢) = 0% (3.41)

g0t

(esta notacién indica que el limite 0 se alcanza desde valores positivos).
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i) Es sencillo ver que ¢, es continua y positiva en un intervalo (0,68) con & =

min{1,e"/°}. A continuacién comprobamos que
x]ili[)1+ $a(x) = 0. . (342)
Escribiendo
a(x) = exp(tlogx+ af(x)) = expllog x(t + T,

puesto que t >0, ¥y
im I g

x—0 log x
se tiene (3.42). Por iiltimo comprobamos que $o €s creciente en algin intervalo de
la forma (0, 6). Derivando se tiene

#(x) = Xt + axf (). (3.43)
Puesto que c <0 y
f(x) = Zh(log x),
se tiene de (3.43) que ¢/,(x) > 0 para todo x (suficientemente pequeiio) si o« < 0. En
el caso @ > 0, se tiene de (3.41) que t + axf'(x) =t + ach'(log x°) se hace positivo

en un entorno del origen, y por tanto ¢f,(x) > 0 también en este caso. Por tanto ¢,

es creciente en un entorno a la derecha de 0 para todo a € IR.

ii) Observar que si se demuestra que

flxy) < f(x) + f(¥) (3.44)

(con x,y > 0 en un entorno del origen suficientemente pequeno) se demuestran

simultineamente las dos afirmaciones de ii). La desigualdad (3.44) equivale a
h(log x° + log y°) < h(log x°) + h(log ¥°).
Por lo tanto, basta demostrar que la desigualdad

k(¢ + 1) < h(€) + h(m) (3.45)

se verifica para todo par de valores £ y n suficientemente grandes. En primer lugar

observar que

(0 = 75 og

7(6) \Tog e + loglog £),
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de modo que Ia desigualdad
ER'(€) < h(£) (3.46)

se tiene si £ es suficientemente grande (de hecho es facil ver que (3.46) se tiene para
todo £ tal que (logé)™" < loglog{, por tanto al menos para £ > €?). Por otra parte,
derivando dos veces en (3.40) y tras un poco de algebra se obtiene

B"(€) = —(h(€)® logZ(¢))™' (1 + 2loglog & + (log log £ log £)?),

y por tanto A"(§) < 0sif >e A continuacién demostramos (3.45). Suponer que
¢ < 1. Del teorema del valor medio existe z € [n,€ + n) tal que

h(€ +n) — h(n) = A'(2)¢. (3:47)

Puesto que k'(z) < h'(£), usando la desigualdad (3.46), se obtiene de (3.47)

h(€ +n) — h(n) < K'(§)¢ < R(E),

si £ y n son suficientemente grandes (basta e? < ¢,7), y por tanto se tiene (3.45) y
la propiedad ii).

ii1) Puesto que

—%‘;(—::()—) = a* exp(a( f(ax) — f(x)),

y f es decreciente en un entorno de 0 se tiene de inmediato que
lim jnf $alax)/dalx) > @'
X—

si0<a<lya>0,obiensia>1ly« < 0. En el caso general se procede
aplicando el teorema del valor medio. Suponer a > 1 y a € R, usando la regla de
la cadena y que k' es decreciente

f(x) = flax) < nax ffNl—ax<

< max h'(logyc)g(l —a) < h'(log x“')c(:a).

— y€[x,ax]

De (3.41) se tiene que lim,_o A'(log y¢) = 0, y si a > 0 se sigue que

Jim (69 - fax)) =0,
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y por tanto se tiene iii) para a > 1 y « arbitrario. El caso 0 < @ < 1 se trata de igual
manera, de modo que iii) es cierto para todo @ > 0. En particular para a = 2, lo
que implica que la medida de Hausdorff H ¢ (usando recubrimientos con bolas) sea
equivalente a la medida de Hausdorff definida con recubrimientos arbitrarios (ver
(1.7)). O

El siguiente lema serd necesario en éste y el siguiente capitulo. Sea p € P*,y
sea Bp el conjunto de Besicovitch del espacio de cddigos, le.

Bp = {i e MV . 5J(i) = pj}. (348)

Lema 3.3.6 Sea c = c(p) como en (3.37), y sea la funcién

£o(€) = (2log £ log log log £°)*/2. (3.49)

Entonces, para todo i € Bp

. felrigy)
kkrfm % i T 1. (3.50)
demostracion:
Sea R la variable aleatoria en M definida por
R(z:) =logri, 1€ M. (3.51)

Considerar el proceso de Bernouilli {R;};en, donde se emplea la notacién de (3.26).

Sea i € By, como en la hipétesis del lema. Entonces, de la definicién (3.48)
1 .
lim —SF(i) = lim Y 6(i,k)logr; = 3 pilogri = ¢, (3.52)
koo k koo fent ieM

donde ¢ = ¢(p). Sea 0 < & < —c™!. Observar que Sf(i) = logri(x), en la notacién
de (3.27). Por tanto, por (3.52), existe k; € IN tal que

cl—e<k™ log rix) < ¢! +e,
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para todo k > k;. Equivalentemente
k(1 + ce) < log ) < k(1 — ce) (3.53)

se verifica para todo k > k,. Tomar ahora k; suficientemente grande para que

log log(1 + ce)k

Tog log >1+ce (3.54)
log log(1 — ce)k
Lﬁg o <l-e (3.55)

se verifiquen para todo k > k;. Si ahora se toma k* = max{ki, k2} se tiene, para
todo k > k* que

(1 + ce) log log(1 + ce)k\*/” o Slrie) ({1 = ce) loglog(1 — ce)k\/?
loglog k& (2k loglog k)1/2 ~ \ loglog k

usando (3.53), y por tanto

Je(rigr)
(2ktogtog k)*/?

usando (3.54)-(3.55). De aqui se sigue el resultado. O

1+ e < <1—ce

Para demostrar el resultado central de la seccién necesitaremos algo mas de
probabilidad que la ley fuerte de grandes nimeros. En concreto, serd necesaria la
ley del logaritmo iterado. La siguiente versién sera suficiente

Teorema (Ley del Logaritmo Iterado)

Sea {X; };en una sucesidn de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas en un espacio de probabilidad (2, A4, ¢). Suponer que £[X;] =
0y que E[X?] = 0? > 0, paratodo i € M. Sea SX = T, X;. Entonces,
con g-probabilidad uno, se tiene
SX

lmsup o Toglogn) 2~ ° (3.56)

.. §X
hﬂlogf (2n loglog n)1/2 =

— (3.57)
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Una demostracién puede verse en [Bil 78]. La ley del logaritmo iterado, un teo-
rema limite fuerte, es un resultado cldsico en probabilidad. Su origen est4 asociado
al intento de refinar las afirmaciones sobre nimeros normales. Observar que la ley
del logaritmo iterado en particular implica la ley fuerte de los grandes nimeros. El
primer resultado que se puede denominar como ley de logaritmo iterado se debe a
Khintchine, que en el afio 1924 demostré la versién del teorema para variables de
Bernouilli. La versién mds general (para variables i.i.d. no acotadas) es de Hartman

y Wintner (1941).

Ahora estamos en disposicién de demostrar el teorema central de esta seccién.

Teorema 3.3.7 Sea ¥ € S(N, M) verificando condicion de abierto, y sea p € Pt.
Sea Gy = {¢o : @ 2 0} la familia de funciones definida en (3.36). Sea

1/2
a(p) = (X pllo —s(p)logr)!) - (3.58)

teM

Entonces, para la medida autosemejante py, asociada al par (U,p) se tiene
i) pp es singular respecto @ H*= si y sélo si a < d(p).
ii) pp es continua respecto a H*= si y solo si o > d(p).

iii) pp tiene representacidn integral respecto a H* para algin t > 0 si y sélo si
t=sYyp="Ps

demostracion:

Aplicaremos el teorema 3.3.1 con la medida autosemejante pp como la medida
del teorema, la funcién ¢, como la funcién de dimensién, y la densidad superior
Eﬁ“ jugando el papel de la funcién d. Denotamos la medida pp mediante x. La
Cr—medibilidad de Eﬁ“ se demostrd en la proposicion 3.3.2, y del lema 3.3.5 se tiene
que Gy C F. Por 1ltimo, el teorema de densidad 3.2.3 proporciona las hipdtesis del
teorema 3.3.1. Por lo tanto, basta estudiar el comportamiento z-a.e. de la densidad
3‘:". Para ello usaremos la ley del logaritmo iterado.
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Sea X la variable aleatoria en M definida por
X(?) = logp; — s(p)logr; (3.59)

(X = X©P) en la notacién de (3.29)). Observar que £[X] = 0 y que £[X?] =
d(p)?. Considerar el proceso de Bernouilli {X;};en, donde X; se define a partir
de X segin (3.26). Sea ¢, € G, y notar que ¢, se puede escribir como ¢,({) =
£(P) exp(af.(£)), donde la funcién f; esta definida en (3.49), y ¢ = ¢(p). Para cada
a > 0 la ¢,—densidad superior en un punto z € E \ ©* puede escribirse como

Hlszl Di;
k—oo r;((lg) exp(afc(ri(k)))

(3.60)
donde i = 7~ 1(z). Del lema 3.3.6 y la ley del logaritmo iterado (3.56) se tiene que

) Sf (i) L Sf (1)
lmsup o) — RSP G Toglog F)1/2

para v—casi todo i € M. Por lo tanto, como u(E\ ©*) = 1 por el O-lema, se tiene
de (3.60) que p-a.e.

= d(p),

ap v ] +oo si0 < a<d(p)
Eﬁ(m)_{ﬂ sia>d(p)p

puesto que limg .o fe(rir)) = +00. Ahora, las tésis (a) y (b) del teorema 3.3.1
demuestran las partes 1) y ii) del teorema. Observar que, puesto que la familia
{H#?= : a > 0} es no-creciente en «, la afirmacién en i) para o < 0 es obvia.

A continuacién demostramos la parte 1ii). Considerar, para t > 0, la variable
aleatoria X definida en M como en (3.29), i.e. X®(i) = logp; — tlogr;, i € M.
Del teorema 3.3.1 basta encontrar los valores de ¢ tales que

0 < d,(z) < +o0 (3.61)

u—a.e. Considerar el conjunto de p—medida plena F\©*, y observar que la {~densidad
superior 3:‘ se escribe en z € E \ ©* como

d,(x) = exp(limsup SEO (x (),



88 3. GEOMETRIA DE MEDIDAS AUTOSEMEJANTES I

y por lo tanto (3.61) se verifica si y sdlo si

— oo < limsup $F (i) < +oo (3.62)

k—o0

v-a.e. Puesto que la ley fuerte de los grandes ntmeros implica que
Jim 18X 1) = £[x W)
v—a.e., la propiedad (3.62) se cumple si y sélo si

EXY =3 pi(logpi — tlogr:) = 0.
ieM
Esto es equivalente a que ¢ = s(p), puesto que si £[X )] > 0 entonces lim; SEY@G) =
+00 v-a.e. De la ley del logaritmo iterado se tiene

lim sup(2k log log k)_llef(')(i) = d(p),

k—o00

v-a.e., y por tanto (3.62) se verifica si y sélo si d(p) = 0. Pero esto sélo sucede
para log p; — s(p)logr; = 0 para cada z € M, ie. p; = rf{p), t € M, lo que sblo es
posible si s(p) = s (de modo que p € P*). Esto prueba la parte iii) del teorema, y

la demostracion de éste concluye. O

Recogemos el comportamiento de la medida autosemejante respecto a la medida
H*®) en el siguiente corolario, que esta de hecho ya demostrado en el teorema 3.3.7.
Nétese que ¢ = £°(P),

Corolario 3.3.8 Para todo p € PT, la medida autosemejante pp asociada al par
(T, p) es singular respecto a la medida de Hausdorff en su dimension, H®),

Nota 3.3.9 El corolario anterior afirma que toda la medida autosemejante up, puede
concentrarse en un conjunto de medida de Hausdorff H*®) nula. La ley del logaritmo
iterado permite de hecho caracterizar un conjunto con esta propiedad. Esto puede
verse en el capitulo 5.

Por otra parte, el teorema 3.3.7 proporciona un criterio sencillo para decidir
ctial de dos medidas autosemejantes dadas con igual dimensién se concentra en
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un conjunto de medida de Hausdorff menor. Decimos que la medida yp esta mas
concentrada que fq si existe una medida de Hausdorff H? tal que H ¢(P) = 0 para
un conjunto P tal que pp(P) = 1, mientras que H*(Q) > 0 para todo Q tal que
#q(Q) > 0. Alternativamente up, es singular respecto a H?® mientras que jiq es
continua respecto a H?. Dados p, q € P* con p # q es claro que si s(p) < s(q)
entonces pp estd mis concentrada que pq. Sin embargo, este criterio no es valido
cuando s(p) = s(q) para p # q. Observar que este caso es plausible. El siguiente
corolario proporciona un criterio valido en tal caso. En concreto, el parametro

discriminante que se debe escrutar es la desviacion tipica de las variables aleatorias

X+®) y X9,

Corolario 3.3.10 Sean p, q € P* tlales que p # q y s(p) = s(q). Enlonces, si
d(p) > d(q) la medida pp estd concentrada en un conjunto con medida de Hausdorff
menor que el conjunto en que se concentra la medida pq.

demostracién:

Es una aplicacién directa del teorema 3.3.7. Tomar a > 0 tal que d(q) < a <
d(p), entonces pp es singular respecto a la medida H*= (y por tanto se concentra en
un conjunto de medida H*#-nula), mientras que jiq es continua respecto a la medida
H? (y entonces la medida de cualquier conjunto de pq—medida plena tiene también
H*-medida positiva). O
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Capitulo 4

Geometria de Medidas
Autosemejantes II: Dimension de
la Medida en el Caso Numerable

y Continuidad respecto a la
Medida Packing en el Caso
Finito.

En este capitulo se abordan fundamentalmente dos cuestiones que no han quedado
resueltas con la técnicas de los capitulos anteriores. La primera consiste en encontrar
la dimension de Hausdorff y la dimensién packing de la medida autosemejante pup,
p € Pt, en el caso numerable, i.e. M = IN. En este capitulo se demuestra que
la dimensién packing y Hausdorff de la medida autosemejante viene dada por el
ndmero real s(p), lo que supone regularidad dimensional de la medida pp. La
segunda, en el caso finito, consiste en intentar formular un teorema ‘dual’ al de la
H*®P)—gingularidad de la medida pp. Como H* < P? para toda ¢ € F, la medida
autosemejante puede ser singular o continua respecto a la medida packing -P*P).
Este segundo resulta ser el caso, lo que supone, una vez mas, otra vuelta de tuerca
en la dualidad entre medidas packing y medidas de Hausdorff.

91
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4.1 Preliminares.

Las dificultades para abordar el calculo de la dimensién en el caso numerable residen
en el hecho de que ahora no hay un ratio de contraccién minimo en el sistema
¥. Las demostraciones que se han conseguido para dimensién Hausdorff en los
dos capitulos anteriores dependen de manera esencial del hecho de que existe un
factor de contraccién minimo ¥ = min{r; : ¢ € M} > 0. Esto no sucede en el
caso infinito y, de hecho, es el responsable de que en general el compacto S¥-
invariante E no tenga H°-medida positiva en este caso [Mor i] (para condiciones
que garanticen medida positiva de E ver [Mor ii}). Por otra parte, como se emplean
técnicas locales, una cota inferior para la dimensién requiere un modo de cubrir bolas
con cilindros geométricos. Aunque Deliu y otros (1992) consiguen reducir el cdlculo
de la densidad logarftmica a una cuestién de ley de grandes niimeros en €l espacio
de cédigos, lo cierto es que su técnica no consigue relacionar una ‘densidad sobre
bolas’ con una ‘densidad sobre cilindros geométricos’. Esta es una dificultad con la
que se han encontrado diversos autores [CM 92] en el caso de sistemas de S(N, M)
no—disjuntos, y tal técnica parece no existir en la literatura. En este capitulo, para
resolver las cuestiones mencionadas se introduce una técnica, que hemos llamado de
bola viajera (‘travelling ball’), que es capaz de cubrir bolas con cilindros al menos en
p—casi todo punto. Se pueden dar ejemplos donde se muestra que no es razonable
esperar que esto puede conseguirse en todo punto.

Durante esta seccién, M = {1,2,...,m} é M = N indistintamente, ¥ = {¢; :
i € M} es un sistema compacto de semejanzas de S(N, M) verificando la OSC con
abierto V (ver capitulo 1). Recordar que F' = V. El ratio de contraction de ¢;
esta dado por r;, i € M. La teoria de los autosemejantes generados por infinitas
semejanzas puede verse en [Mor i].

Sea p € P un vector de probabilidad positivo en M. Suprimiremos por comodidad
el subindice p de las medidas vy, y pp, cuando el vector p esté fijado en los razon-
amientos. Del capitulo 2 (ver teorema 2.3.1) se sabe que el espacio de probabilidad
(E,Cy, 1) €s isomorfo al espacio (M™,C, v) (mediante la proyeccién 7). cilindros en
MM Mis atn, si se define una aplicacién T : E — E tal que

T |E\9.=§r01'07r_1, (4.1)
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donde 7 es el shift de Bernouilli en MY, entonces T preserva la medida u y es
isomorfa a 7 (en el sentido del capitulo 2). Fijamos una transformacién T con la
propiedad (4.1), que denominamos shift en E. De la invariancia de la ergodicidad,
bajo isomorfismo de espacios de medida, se desprende que el sistema (E,T, u) es

ergédico. Como consecuencia del ©-lemma, T' es diferenciable y-a.e.

En este contexto C.D. Cutler [Cut 90] demostré que las densidades logaritmicas

esféricas son constantes p—a.e. , es decir, existen a y @ no-negativos tales que

2,(z) := lim inf bgf‘l—(o‘z(:’lﬁ =gq p—ae, (4.2)
1 B
a,(z) == lir:ljélp %&Eﬁ =@ u— a.e. (4.3)

Diremos que x es Hausdorff-ezacta en el primer caso, y packing-ezacta en el segundo
(Cutler lama a u de dimensidn Hausdorff exacta en el primer caso, y de dimensidn
packing ezacta en el segundo). Diremos que u es (dimenstonalmente) regular si

a,(z) =au(z) p—ae. (4.4)

Cuando g es dim-exacta y Dim-exacta se llama ezacta. En general, u puede ser
exacta pero no ser regular (en [LM 85] se da un ejemplo de esta situacién). Por otra
parte, Cutler construy6 un ejemplo [Cut 90] que demuestra que la ergodicidad no
basta para asegurar que u es exacta si es regular.

Como consecuencia del teorema de Young (ver la seccién 3.1) se tiene que si y es
regular y exacta (con a,(z) = a p-a.e.) entonces dimy = a. Esto se desprende
también de resultados mas finos de Cutler [Cut 90] en un contexto mds general
de espacios métricos. En concreto, Cutler probd que si u es Hausdorffexacta y
verifica (4.2) entonces dimy = a, y ademas probé la contrapartida para la dimension
packing, i.e. (4.3) implica Dimu = @. El resultado de Deliu y otros [DGSH 92]
implica por tanto que la medida autosemejante es regular y exacta en el caso finito
y, por tanto, dimuy=Dimg. Una revisién del trabajo de Cutler puede consultarse
en [Cut 91] o en [Haa]. Los comentarios de la seccién 3.1 del capitulo anterior, que
revisan brevemente las técnicas locales para el cilculo de la dimensiones y medidas
Hausdorff y packing, también son aplicables aqui.
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Nuestro objetivo es encontrar la dimensién de la medida p en el caso pumerable.
Como consecuencia del resultado de Cutler tenemos que si p € M, entonces p
es exacta. El trabajo de Cutler reduce el nuestro por tanto a 1) probar que u es

regular, y 2) encontrar el valor comiin a =@ = a.

4.2 Dimensién de las medidas autosemejantes.
Caso general.

El siguiente lema previo se aplicara en diversas ocasiones durante este capitulo.

Lema 4.2.1 Sea f(r) una funcién real definida en cierto intervalo (0,70), y sea
{an}nen una sucesion tal que

i) Si para cada 0 < r <rg eziste un k verificando

f(r) L ay, (4.5)

y k — +0o cuando v — 0, entonces limsup,_, f(r) £ imsup,_, o, Gk-

i) Alternativamente, si para cada r > 0 existe un k verificando

fr) 2 ax, (4.6)

entonces iminf, o f(r) > liminfi_.co ak.

demostracion:

i) Sea £ > 0. Sea f = limsup,_, f(r), y tomar ro > 0 tal que

f —_f < f(ro)- (4.7)

Seleccionar entonces el entero ko = k(7o) que, en virtud de (4.5), verifica f(ro) < a,-
Se tiene entonces de (4.7) que f — € < ag,, y por tanto f < limsup,_, o @&
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ii) Sea g(r) = —f(r), y b = —ax para todo k € IN. De (4.6) se tiene que para
todo r > 0 suficientemente pequeiio existe un k = k(r) € N tal que g(r) < bi. De
la parte i) se sigue que limsup,_,o g(r) < limsup,_,, b, y entonces :

—lim iglf f(r) = limsup g(r) £ limsup by = — liin inf ay,
Lians r—0 k— 0o -+ 00
de donde se sigue ii). [

Sea el par (¥, p) en las condiciones citadas. En el caso M = IN es necesario
que el cociente en (4.9) esté definido. Asumiremos en esta seccién por tanto la
convergencia de las series

3" pilogpi < +oo, Y pilogri < +oo (4.8)
iEM ieM
La primera serie (y por tanto la segunda) puede diverger (ver e.g. [Ren 70] para un
ejemplo). Se define entonces

_ Yiem pilog pi

- EieM pilogr; ] _ (4'9)

s(p):

Teorema 4.2.2 Sea p € P+, sea pu la medida autosemejante asociada a p. Asumir
la hipdtesis (4.8). Para p—casi todo x € E se tiene

a,.(z) < s(p). (4.10)

demostracion:

Considerar en M las variables aleatorias
Y(i) =logp, R(:)=logr;,, i€ M. (4.11)

Considerar en M™ los procesos estocasticos de Bernouilli {Y;} e, {R;}jen. Como
en el capitulo anterior se denota Z; = Z o pr, 0 77, para Z = Y,R, y pr; es la
proyeccién sobre la primera coordenada M N, M. Sea v la medida producto en
MM asociada a p. De la ley fuerte de los grandes niimeros se sigue que para ¥—casi
todo cédigo i € MY

Jim k1SE() = £[2] (4.12)
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donde para cada k, SZ(i) = Zle Z,(1), y €(-) denota la esperanza de la v.a. Z
respecto de p. Observar que las variables Y y R tienen esperanza finita (ver (4.8)),

y que s(p) = E[Y]/E[R].

Sea i € M™ un cédigo donde se cumple (4.12). Sea £ > 0, y tomar un entero ko tal

que
max{| K715} (i) = (V) |, 7'SE() - E(R) |, (k= 1)} <&, (4.13)

para todo k > ko. Sea 0 < 1 < 7jx,)/2, y tomar k; = min{k : Fjw C B(x(i),r)}.
Puesto que i) < 2r se tiene que k; > ko, usando (4.13) y que rix,-1) > 7 se tiene

log w(B(r(i).r)) _ logu(Figyy) TE log pi,

logr B 10g Ti(k;—1) Ekl 3 log Ti; -

1 k' SE (1)

B . EY)+¢
=0 T E oD SEL0 ER) ¢

Como £ > 0 es arbitrario, del lema 4.2.1 y de la definicién (4.9) se sigue que

<ttt

a,u(m(i)) < s(p)

para un conjunto de i € M™ v-medida uno, y por tanto se tiene (4.10) para un
conjunto de r € E de p—medida uno. O

A continuacién obtenemos una cota inferior para la densidad logaritmica para
p—casi todo punto z € E. Recuérdese que, para i = (41,i2,...,%) € Mk, Ay =
@i, 0@;, 0 ...0p; (A). Necesitaremos algunos lemas previos. En concreto, el lema

que sigue es mas de lo que sera necesario.

Lema 4.2.3 Sea M finito o numerable. Sea ¥ € S(N, M) verificando condicion de
abierto. Para k € IN, sea A la clase de conjuntos {§, ST (E,), ST 1(£),...}
(SO es la identidad), y sea o(Ax) la o-dlgebra engendrada por Ay. Entonces, para
todo p e IN

7
p(A1N AN Asn...N Ay) = [] n(A4;), (4.14)

donde u € M™* es una medida autosemejante y A; € o(A;) para cadaj =1,2,...,p
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demostracién:

Considerar la clase A; formada por la clase de conjuntos en A; més todos los
conjuntos que se obtienen como interseccién finita de los conjuntos en la clase A;.
La clase A es un m-sistema en la terminologia de Billingsley (ver [Bil 78]), es decir
PN Q € A para todo par P,Q € Ar.

Observar que, para todo i = (4173...) € M™ se tiene
Ei, N SY(E;,) N SYHEL)N... = Eigig..o

y por lo tanto

P
W(E;, 0 ST(E;,) N SVX(E,) N SYP(E,)) = piupiy -+ bip = [] #(Ey).  (4.18)

i=1

de modo que se tiene (4.14) para la clase de conjuntos de Ax. De esto se sigue que

P
F(Ptl NnFk,N...0 Pt'p) = I-Ilﬂ(Pi:) (4'16)
j=

para toda p—upla de conjuntos tales que F; € /1,- para j = 1,...,p. A continuacion
se justifica esta afirmacién. Observar que dos conjuntos de la clase A; bien tienen
interseccién vacia, bien intersecan en un subconjunto del conjunto de solapamiento
primario ©*. Para probar esta dltima afirmacién suponer que la intersecciéon no
es vacia, y considerar 1,j € M* tales que i(q) = j(¢) peroigy1 # Jjg41 para un
1< g<k,ysean l,n € M con l # n. Entonces,

@i(Er) N @5(En) C Pi(g)(Piger (B) N 950, (E)) C ig)(O) C O, (4.17)

donde © es el conjunto de solapamiento primario definido en (1.17), y ©" esta
definido en (2.2). Del ©-lema (ver seccién 2.2} se tiene que ©* es un conjunto de
pi—medida nula para toda medida autosemejante en M, y por tanto la interseccién
de dos conjuntos de la clase Ay tiene y-medida nula. Por tanto, si en la interseccién
P, NP,Nn...0 P, se tiene que F; € A; \ A; para algiin j, la identidad (4.16)
también se verifica (los dos miembros son nulos). De ello se sigue que (4.16) se
verifica para toda p—upla de conjuntos F;; € ..ij, 1 € 7 < p. Equivalentemente, se
dice que para todo p € IN las clases Ay, A;,...,A, son independientes (respecto a
#). Un resultado de Billingsley (teorema 4.2 en [Bil 78]) implica que las o—algebras
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engendradas correspondientes o{(A;), o(Asz), . . ., 0(A,) también son independientes,
que es lo que afirma el lema. O

Del trabajo de A. Schief [Sch 94] se sabe que basta la condicién de abierto para
asegurar la condicién més fuerte de que VN E # P (ie. la condicién fuerte de
abierto). Por lo tanto, bajo condicién de abierto existen y € ENV, y € > 0 tales
que B(y,e) C V. Sea p > 0 tal que

d(B(y,e),0V) > p. (4.18)

Elegir ahora
ko > min{k : @i (V) C B(y,€) parauni€ M™ con 7(i) = y}, (4.19)

de modo que
Pigko) (F1) C By, €)- (4.20)

Observar que el conjunto Ejgey C Fik) de (4.20) es un cilindro geométrico de
primera generacién para el sistema ¥k, donde

UF = {p; 11 € M}, (4.21)

para k € IN. A continuacién se justifica que el conjunto autosemejante F se obtiene
también como el vinico conjunto invariante asociado a la transformacién de conjunto

Sk, para cualquier k € IN.

Bajo la hipétesis de que ¥ € S(M, N) es compacto (esto siempre sucede en el
caso finito), la transformacién de conjunto S¥ = Usen i transforma compactos en
compactos (ver e.g. [Mor i]). Ademas es una contraccién de razén U = max{r; 11 €
M} en la métrica de Hausdorff. E el dnico compacto S¥-invariante, i.e. SU(E) =
E. Sea k € IN, y considerar el sistema S¥* definido en (4.21). Si S¥°* denota la
composicion

SU%* = ST oSTo---0857,

se tiene
Se* = |J wnopno...on= U @i (4.22)
$182 stk iEM"

y por tanto la transformacién de conjunto

ST = |J i
ieM*
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también transforma compactos en compactos. Ademds es una contraccién en la
métrica de Hausdorff de razén U¥. Por lo tanto, el teorema del punto fijo garantiza
que existe un dnico compacto 5 Uk-invariante. De (4.22) se sigue que dicho compacto

es el SU—invariante F.

A continuacién se justifica que la medida autosemejante up asociada al par (¥, p)
puede obtenerse a partir del sistema SU* (k arbitrario en IN) con una eleccién
adecuada de un vector de probabilidades en M k Sea el espacio

MB(E) = {n : n medida de Borel en E, n(E) =1},
dotado de la métrica definida por

dist(n,m2) = sup{<m,f>—< n2, f > f € Lip(E)},

donde < n,f >= fp fdn, y Lip(E) es la clase de funciones f : E — IR tales
que | f(z) — f(y) |< d(z,y) para todo z,y € E. Se demuestra en [Bar 88] que
(MB(E),dist) es un espacio métrico completo. :

Sea p = (p1,p2,-..) € P*. Considerar el operador de Hutchinson MB(E)
MB(E) definido como

Mg pm(A) =3 pinoe; (A), (4.23)
ieM
para todo A. La existencia de una tnica medida M) g p)-invariante en el caso de

M finito estd probada en [Hut 81]. A continuacién generalizamos sus ideas al caso

numerable.

En primer lugar, la aplicacién Mg p) estd bien definida: puesto que para cada
i € M ; es continua la aplicacién inversa ;! transforma borelianos en borelianos
y entonces la medida n 0 ¢; 1 estd bien definida; ademas

Mupn(E)= Y, pn(ei'(E)) = 3 pn(E) = X pi=1,

tEM icM ieM

y por tanto Mg pyn € MB(E). En segundo lugar demostramos que M y,p) es una
contraccién. Observar que para todo i € M

<nop; f>=<n,fopi> (4.24)
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(ver e.g. [Bar 88]). Sean 11,7 € MB(E) y f € Lip(£). Puesto que U = max{r; :
i€ M}, y f € Lip(E)

U= | fopiz) — fowily) IS U d(pil=),pily)) SUTm <1,
se tiene que U~1f o ¢; € Lip(E), y usando (4.24) se obtiene

< Mapm, f>—< Mgpym, f >= E pi<n,fowi>— EP:‘ <72, f o >=
ieM ieM :

=U Y. p(<mU ' fop; > — <, U lfow; >) < Y. p: Udist(n,n2).
ieM ieM

De aqui se sigue que
dist(M w.pyh, Mg pym) < U dist(m,m),

y por tanto My p) es una contraccién. El teorema del punto fijo asegura la exis-
tencia de una dnica medida i tal que Mg )i = f-

En tercer lugar, se comprueba que la medida invariante j obtenida en el parrafo
anterior coincide con la medida autosemejante inducida por el vector p. Definir,
para cada 7 € M, la aplicacién en el espacio de cédigos o; MY s MY mediante
o;(i) = ii. Es claro que

TOO; = p;OF, (4.25)

donde 7 es la proyeccién MN - E definida en (1.14). Sea v la medida producto
[I® p. Observar que para A en la o-3lgebra C de los cilindros, se tiene

v(A) = v(|J (o7} (A)) = 3 v(e(ei(A) = 3 pv(o7(4)),  (4.26)
ieM €M ieM
puesto que la unién es disjunta y » es la medida producto. Si se considera la medida

autosemejante inducida por v en E (recordar que g =wo 7~1), se tiene

Mgpp= Y pivor lop; =

ieM
=Y pivo(pion) ' = Zp;vo(aroa,-)_1=
ieM €M
= Ep,-voa,—“loar_lzuovr_l-_-p,

ieM
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como consecuencia de (4.25) y (4.26). Por lo tanto la medida y es invariante por
M u,p)- Puesto que 7 es continua es medible—Borel, y por lo tanto los conjuntos de
Borel son C,~medibles (recordar que ésta es la o-4lgebra inducida en E por la de los
cilindros en M™M). Asf la medida p es de Borel y por lo tanto x = ji por unicidad.

Por iltimo, demostramos que la medida autosemejante p se obtiene también del
sistema U* con un vector de probabilidad adecuado. Sea k € N, sea p* la medida

producto p X pXx ® x P, y considerar el sistema W* definido en (4.21). Considerar
el operador de Hutchinson MB(E) — MB(E) asociado al par (TF, p*), ie

Mrpy = 3 pinoei’
iem*
donde p; = piPi, - Pi, Para i = (f1,%2,...,P%)- A continuaciéon se prueba que
Mgk prypt = p, de modo que p es la tinica medida invariante también del operador
M gk pr). Observar que, para 7 € MB(E)

Mgy = Y Piglo¢ig= D, PPMOPiop; =
ijEM? ieMjeM

=2 p (E pin© %) o i = Ma.p)© M pyn = (Mapn)’
iEM JEM

de modo que recursivamente se tiene Mgx pry = (Mw,p))k. Por lo tanto, si p es
invariante para My p), lo es también para Mg pr), & € IN. La situacién es por
tanto la misma que se tiene para el conjunto E, es decir, una medida puede ser
invariante para diferentes transformaciones de Hutchinson.

Si en particular se elige ko como en (4.19), y se considera el sistema Pk y la
probabilidad producto p* en M ko se tiene el siguiente resultado como consecuencia
de (4.18)-(4.20) y la teoria anterior.

Teorema 4.2.4 Sea M finito o numerable, y sea E el autosemejante asociado al
sistema U € S(M, N) verificando la condicién de abierto con un abierto V. Sea i
la medida autosemejante asociade a p € P*. Entonces, dado p > 0 suficientemente
pequeiio, existen ko = ko(p), un sistema de m* semejanzas ¥ = {3;}; v un vector
de probabilidades positivo en R™™ que ‘generan’ el par autosemejante (E, p), y tal
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que

d(B,dV) > p

pare un cilindro B de primera generacidn del sistema T, i.e. B=@(E) conle€
Mo,

La expresién ‘generan’ en el teorema debe entenderse como que el conjunto E y la
medida p se obtienen como puntos fijos del operador de conjunto S ¥ y el operador
de Hutchinson M(‘ﬂo proy? respectivamente.

Como consecuencia del teorema 4.2.4 puede suponerse sin pérdida de generalidad

que existe { € M tal que el cilindro de primera etapa B = ¢( E) verifica
d(B,0V) > p (4.27)

para un p > 0 dado suficientemente pequeno. Durante este capitulo llamaremos B

al cilindro con la propiedad (4.27), y pondremos A = E \ B.

Sea T el shift en E definido en (4.1). Definimos en E la sucesién de variables

aleatorias {xx }xew mediante xiz(z)=0s1zx € B,y
xi(z) = max{p: T*(z) € ANT'(A)N T2(A)N...NT7P(A)}, (4.28)

para z ¢ B. El siguiente lema serd importante en lo que sigue.

Lema 4.2.5 Sea p € M*, y sea {xx}r como arriba (4.28). Para todo a > 0 se
tiene :

; 1
kl{rfw Fx,;(z:) =0 p—ae. (4.29)

demostracién:

Sea a > 0, y sea el conjunto S = {z : imy_,. k™°xi(2) = 0}. Basta demostrar
que el conjunto complementario

5= |J{z: k*xi(2) > —r%, k — infinitamente a menudo} (4.30)

m2>1
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es un conjunto de p—medida cero.

Sea m € IN fijo. Para £,7 € IN sea
A ={z:T*z) € ANTHA)N...nT(A)} =

=T 5ANTYA)N...nT7(A4)).
Para cada k € IN, tomar p(k) = min{p € IN : pm > k°}. De (4.28) y la definicién

de Ax ; tenemos
ka
#{z = xu(@) > —1) < #lArsm), (4.31)

puesto que si yx(z) = ¢ > p(k) entonces
T*(z) € ANT Y (A)NT 2 (A)N...NT~(A) C ANTHA)NT-2(A)N...NT~PH(A4),
y por tanto T € Ag p(k)-

La T-invariancia de g y el lema 4.2.3 implican que
K(Arpiiy) = HANTHA)NT2(A) N ... A TPI(A)) = (AP,

puesto que T71(A) = SU(A), y A € o(Ao) es una unién de cilindros de primera
generacién. De la definicién de p(k) obtenemos en (4.31)

bz xe(e) > ) < (WA

LLamando 0 < r = u(A)Y/™ < 1, se tiene entonces

S ul{z : xule >-} sfj Blogr, (4.32)

k=1

Si se efectiia en (4.32) el cambio de variable y = z* | logr |, y se estima la suma por

la integral, se tiene

Ze—llogrlk <I1Ogrl I/a] o —yylja—-ldy <
k=1 [log 7|

<Jlogr |72 [7 evytle-tdy =|logr |V/* D(a™),
1]
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donde I'(-) denota la integral euleriana. Por tanto la serie en (4.32) converge para
a >0, y el primer lema de Borel-Cantelli concluye que el conjunto

1
{z : k™ %xe(z) > — k — infinitamente a menudo}

es un conjunto de g—medida nula. Esto implica que el conjunto S° definido en (4.30)
tiene u—medida nula, y por tanto se tiene el resultado. O

Teorema 4.2.6 (‘Travelling-Ball’ Lemma)
Sea p € P, y p la medida autosemejante asociada, entonces p—a.e.

s(p) < a,(z), (4.33)

con s(p) dado en (4.9).

demostracion:

Sea E = AU B la descomposicién de E como arriba, i.e. con B = i(E)
verificando (4.27). Sea BI(_-,°°) el conjunto de Besicovitch fino del espacio de cédigos
asociado a p (ver la definicién en (2.28)). Sea z = x(i) € BS®). Esto permite tener,
gracias al ©-lema, un sélo cédigo i anteimagen de z por . Tomar ¢ = min{j :
i; = I}, que esta bien definido puesto que 1€ BS”). Sea r > 0 tal que r < pryg), ¥
considerar el entero

k, = max{k: r < prig}. (4.34)
Considerar la bola (‘viajera’) B(T* (z), p), que verifica
@ik (BT (2),)) = B(z, prigs,)) D Blz,7), (4.35)

dada la eleccién de k, (4.34) y que @i, (T (z)) = =.

Suponer ahora por un momento que se tiene
B(T*(z),p) C V. (4.36)

A continuacién se muestra cémo se deberia proceder para obtener el resultado. De
(4.35) se tiene

B(z,7) C @iy (V) C Fix,)»
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y por tanto p(B(z,r)) < p(Fix,)); como pri(k.41) < T, 8€ tiene

log p(B(z,7)) ., log #(Fick,)
log r ~ log(pri(k,+1))

(4.37)

Usando las variables Y y R como en la prueba del teorema 4.2.2 la desigualdad
(4.37) se escribe

log u(B(z,7)) , k= k1 SE ()
ogr SR 4106+ TyT(GR . () FTogp)’ (4.38)
Observar que
s(p) = E[Y1/E[R]. (4.39)

Haciendo r tender a cero, aplicando como en (4.12) la ley fuerte de los grandes

ndmeros a las sucesiones {Y;}; y {R;};, y usando el lema 4.2.1 se tiene que

a,(r(1)) = s(p),

para un conjunto de cédigos que es interseccién de conjuntos de MY de v-medida
uno, y por lo tanto se tiene (4.33) p-a.e.

Como lim infx—co d(T*(7(i)),0V) =0 parai€ Bf)w), hay valores de k, tales que
B(T*(z),p) ¢ V, y por tanto la hipdtesis (4.36) no es plausible, y se debe conseguir
un razonamiento valido en general. Esto se hace a continuacién.

Suponer que la bola viajera B (T*r(z), p) no esta contenida en V. En este caso,
tomar

p, = p(k,,z) = min{j : Tk=i(z) € B}. (4.40)
Observar que si p, = 0 se estéd en la hipdtesis de (4.36), de modo que se cubre
también el caso (4.36). Con esta eleccién, B(T*~?(z),p) C V como consecuencia
de la propiedad del cilindro B (4.27). Teniendo en cuenta que Pikr—p) T Fr P () = 2
(observar que i = #7!(z) estd univocamente determinado para z), ¥y que Ti(k,—p,)P >
r, se tiene

B(z,7) C B(%,Tigh—pn)P) C Piger—pr) (B(TH 7 (2), 7)) C Figk—pr)»
y entonces, procediendo como en el caso de (4.36)

log ,u(B(z, ’.")) >_l_0g ‘Fi(-l-'r—Pr)
logr = log(prige,+1))’

(4.41)
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que se escribe, igual que alli, como

log u(B(z,r)) > (1 P+ 1) (ke = pr)71SY . (1) (4.42)
log r - ke + 17 (ke 4+ 1)"1(SE (1) + log p)’ .
Llamamos {b,}, a la sucesién de términos
Pt 1 k, —p)718F _

b=ty o) Shn (4.43)

k+1 (kr 1) CSk,+1(1) Tog o)

Teniendo en cuenta la desigualdad (4.42), basta demostrar que
liné b, = s(p) v—ae. (4.44)

Veamos que esto es suficiente. Suponer (4.44) cierto. De (4.44) se tiene que para
cada r > ( existe b, tal que

log u(B(z.r)
og u(B(x,r)) > b,
logr -
El mismo razonamiento del lema 4.2.1 prueba entonces que

lim inf log u(Blz,r))

pr logr 2 11-1_1»% b = 5(p),

lo que concluye la demostracién de teorema.

Por tanto basta probar (4.44). Para ello, dados k. y p, = p(k,) como arriba para
cada z € BI(,°°), y teniendo en cuenta (4.43), basta probar que

iz : lincl)p,./kf =0} =1, (4.45)

como consecuencia de la ley fuerte de grandes niimeros. Considerar xk, —p,+1, donde
x% es la variable aleatoria definida en (4.28). Por la eleccién de p,, se tiene que
Tk=Pr(z) € B (el caso p, = 0 es el que B(T*(z), p}) C V), y entonces xx,-p,+1(z) =
pr — 1. Por tanto

Xkr_P'r'Fl (z) > Xkr—Pr‘I"l(I) > pT — ]‘,
k,. — Pr + I kr o kr
con lo que basta probar que y—aex € E

. Xke—pr41(Z) _
k}gnm A A . =0. (4.46)
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Observar que, para = € B§,°°), k, — p, — oo cuando k, — oo (i.e. r — 0). Probemos
esta afirmacién. Suponer lo contrario, esto es lim,_o k, — p, = p* < +00. Entonces
para todo 7 > 0 menor que un 7o adecuado se tiene que k, — p, < p*+ 1. Por tanto,
para todo r > 0 suficientemente pequefio se tiene que Tk (z) € By T'(z) ¢ B
para todo j con p* +1 < 3 < k. La frecuencia §(i, k) se puede escribir como

&(i, k) = k7 card{j : T¥(z) € B, 1 £ j < k},
puesto que B = E;. Entonces, para todo ro > r > 0 se tiene
S (z), k) = k7 fcard{j : T¥(z) € B, 1< j < b} S k7'p" (4.47)
puesto que T7(x) € B parap* +1 < j < k,. Como r es arbitrario y k, — 400
cuando r — 0, se tiene en (4.47) que §(x~(z)) = 0, lo que contradice que z € BS?.

Por tanto lim,_q &k, — pr = -+00.

Fl lema 4.2.5 con a = 1 demuestra entonces que

litn 1

kr—pr—co k,- —Pr

Xkr"'Pr(I) = 0,
y por tanto se tiene (4.46), con lo que la prueba concluye. O

Ahora est4 probado el resultado central de esta seccién.

Corolario 4.2.7 Sea M finito o numerable. Toda medida up € MT autosemejante

es regular, y ademds

dimyp = Dimpp = s(p),

donde s(p) estd dado en (4.9).

demostracion:

Los teoremas 4.2.2 y 4.2.6 implican que g es regular y Hausdorff y packing exacta.
Del trabajo de Cutler {Cut 90] se sigue entonces el resultado. D
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4.3 Continuidad de las medidas autosemejantes
respecto de la medida packing en el caso

finito.

En esta seccién se persigue un resultado dual al obtenido en el capitulo 3 para las
medidas de Hausdorff. Alli se demuestra que la medida g es singular respecto a la
medida de Hausdorff Hdim# Como HI¥™# < Pdimé se tiene la posibilidad de que
sea también singular o continua respecto a la medida packing Pdime en su dimension.
Este segundo resulta ser el caso. Procederemos como en el capitulo 3, pero como en
la seccién anterior seréd necesario usar una técnica de ‘travelling ball’.

Sea M = {1,2,...,m} en esta seccién. Dada una medida autosemejante p €
M, y una funcién de dimensién ¢ € F, definimos la signiente ¢—densidad inferior
cilindrica (no-logaritmica) de p en el punto z € E

&(z) = sup{hnn f =" p(Fig) | :ien"i(z)} (4.48)

Prigy)
Cuando ¥(£) = ¢* escribiremos d,(-). De nuevo, la densidad d%(-) tiene la ventaja
de estar definida directamente en el espacio geométrico. Como veremos después, se

puede conectar ademas con la geometria local sobre bolas.
Recordar que la —densidad inferior esférica cldsica estd definida mediante

8%(z) = limin #B(z 7)) (4.49)

Recordar que se definié la clase de funciones de dimensién Ft como las ¢ € F
tales que ¥(z)¥(y) < ¥(=y), para z,y > 0 que hagan que la expresién tenga sentido.
Del mismo modo se dice que ¥ € F~ si ¥(z)p(y) = ¥(zy). Se puede demostrar
[Mor iii] que F+ NF~ = {¢' : ¢ > 0}. El siguiente lema, aunque se usara después
para nuestro caso particular, tiene interés en general por si mismo. Recordar que
u = min;eps i
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Lema 4.3.1 Sea p € P+, y p la medida autosemejante asociada a p. Para toda
P € F*, se tiene
P(u/2)d}(2) < 85(=). (4.50)

para cada z € E.

demostracién:

Sea z € E y r > 0. Tomar un ie 7’_1(1’), y ko = min{j : Ti() < r}. Entonces
B(z,7) D Fik) ¥ Tiko-1) > T~ Por lo tanto

B(z,r u p(Fy
#(B(z,1)) > p(%) ( igkol)’
P(2r) 27 P(itko))
puesto que Tig) = Ti(ko—1)Tix, = U7 Y i € F*. Sir tiende a cero se tiene como
consecuencia del lema 4.2.1
. Fiw)

6% (z) > 2 hminfu)—

'—#( ) ¢(2) koo ¢(Ti(k))
para cada i € 7~1(z). Puesto que para todo & >0

. #{(Fiw)
liminf 228 S g¥(z) —¢
k—oo ¢(Ti(k)) _“()

para algin i € 7~1(z) se tiene que

8%(z) > ¥(u/2)(dl(z) —¢).

Como ¢ > 0 es arbitrario se sigue el resultado. O

Nota 4.3.2 Obsérvese que el teorema anterior también es cierto para la funcién
de dimensién ¥ verificando liminf,_o(3(ur))/¥(2r) = ¥. > 0. De este modo ob-
tendriamos en lugar de (4.50) la desigualdad 6%(z) > .d%(z). Ellema 4.3.1 bastard
para nuestro caso. Si la funcién ¥ no estd definida en ¢ = u/2 basta con prolongarla
de manera no-decreciente y continua hasta éste valor, o bien considerar el sistema
de semejanzas ¥* con k suficientemente grande de modo que (u*) esté definido
(puesto que la medida p es también invariante para el operador de Hutchinson aso-
ciado a U*, y por tanto la densidad iﬁ se puede computar también a partir del
sistema U*). Observar que lo que es relevante es el comportamiento de ¥(¢) para £
arbitrariamente cercanos a 0.
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Sea U € S(N,M) y p € P*. Sea Gp = {#u}a>o la familia uniparamétrica de
funciones reales dada por

ba(€) = £2® exp{—a(2log £® log log log £°P)/?}, (4.51)

donde s(p) estd dado en (4.9), ¥

e(p) = (> pilogr)™ (4.52)

ieM

como en el capitulo 3. Nétese que ¥, () = £3P) exp(—afp)(£)) en la notacién del
capitulo 3 (ver (3.36)). :

Observar que el siguiente lema se demostré en el capitulo 3 (ver lema 3.3.5)).

Lema 4.8.3 Para todo o > 0, ¥, € FT.

Teorema 4.3.4 ( ‘Travelling-Ball’ Lemma (no-logaritmico))

Sea p € P*, y p la medida autosemejante asociada. Para a > 0, se tiene y—a.e.
Yo =1 fa
gi=(2) < (Ya(2pu) 7 di=(2), (4.53)

donde p > 0 es una constante que depende sdlo del sistema ¥ (ver (4.27).

demostracion:

Sea E = AU B la descomposicién de E como en la seccién anterior, esto es B =
¢i(E) para algin ! € M, verificando d(B,dV) > p (ver (4.27)). La demostracién se
basa en la técnica de ‘bola viajera’ empleada en la demostracion del teorema 4.2.6.
Sin embargo, como se explica a continuacién, es necesario un punto de vista ‘dual’
de la idea en ese teorema.

Sea i = (i1, 1, ...) € B, y 2 = x(i). Observar que i = 77!(z). Dado que ahora
se necesita obtener una desigualdad para los limites inferiores, no puede procederse
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como en la demostracién del teorema 4.2.6, puesto que el hecho de que para cada
r > 0 se tenga un k tal que

p(B(z,7))[¥a(2r) < Cu(Fig)/balrie) (4.54)

para alguna constante ¢ > 0, no basta para asegurar que los limites inferiores re-
spetan la desigualdad en (4.54). Sin embargo, la técnica de ‘bola viajera’ permite
obtener el resultado. Para ello, se procedera encontrando, para cada k € IN suficien-
temente grande, un radio r > 0 tal que se verifica una desigualdad del tipo (4.54).

De ello si se deduce que

liminf p(B(z, 7))/ $a(2rs) < Climinf u(Figy)/ba(rica),

y si se toma el limite inferior en el término de la izquierda sobre los r > 0 se tiene

_0%%(c) = liminf 4(B(z,7))/$a(2r) < Climint p(Figy)/$alrie)-

Sea ¢ = min{j : i; = {}, y considerar un k 2 ¢ Ahora tomar un rx > 0 de modo
que T < Pri(k) PEro Tk = Pri(k+1)- Si se considera la bola B(T*(z), p), se tiene

@i (B(T*(z), p)) = B(z, prixy) 2 B(z,74) (4.55)

puesto que i (T (z)) =z (1= 7~1(z) estd univocamente definido).

Suponer por un momento que la bola ‘viajera’ esta contenida en el abierto V,
i.e.
B(T*),p) C V.

Por tanto se tiene ¢;(B(T*(z),0)) C ity (V) = Fi v entonces de (4.55)
B(m,rk) C B(a:,pri(k)) C Fi(k}-

De ello se sigue
w(B(z,rs)) < u(Fw)- (4.56)

Ademés, puesto que pri(k41) < T se tiene

puri(r) S PripaTik) = PTi(k+1) < Tk
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y como ¥, € F¥
¢cx(2pu)¢a(ri(k)) < ¢a(2rk)- (457)
De (4.56) y (4.57) se obtiene

u(B(z.rﬂ) H(E(L))
Yo (2'-’7:) ¢a(ri(k)) ’

Tomando limites inferiores y aplicando el lema 4.2.1 se tendria el resultado. Sin

(W 2pu)) (4.58)

embargo, la hipétesis de que la bola viajera estd completamente contenida en V en
general no es plausible,

A continuacién abordamos por tanto el caso general, i.e. la bola ‘viajera’ no estd
contenida en el abierto V,

B(T*(z),p) ¢ V.
Entonces se considera el entero

p = p(k,1) = min{j : T*~¥(z) € B). (4.59)

Como k 2 ¢, y T%(z) € B por la eleccién de g, se tiene que p < k — ¢, de modo que
P 2 0 esta bien definido. Ahora, si se considera la bola B(T*-?(z), p) se tiene como
en (4.55) que

Pige-p)(B(T*7(2), p)) = B(z, prigs_p)) D B(z,rs),

Ya que ry < prir) < PTi(k—p)-

Como T*~?(z) € B, d(T*~?(z),8V) > p, de manera que la bola viajera B(T*?(z), p)
esta contenida en el abierto V. Esto, como antes, implica que

Fik-p) D @ik-p)(B(T*?(z), p)) D Bz, ), (4.60)

asi que la bola B(z,r;) no tiene porqué estar ahora contenida en el cilindro Fyy
sino en general en uno mayor. Sin embargo, de (4.60) se tiene

C(k)u(Firy) = p(Fi—p)) = p(B(z, 1)), (4.61)

donde
C(k) = (pi::-—p+1pi'k—p+2 e 'pik)_l-
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Ahora de (4.57) y (4.61) obtenemos la desigualdad

w(B(z,m)) -1 #(Fi)
BT TR < (4, (2pu)) 1O (k) 2L 4.62
. (ors) ($a(2pu))™ C( )%(ri(k)) (4.62)
que es del tipo (4.54) pero con C dependiendo de £.
En vista de (4.62) basta probar que u-a.e.
t(Fim) #(Fiw)
llm inf ——= =lim nf C(k 4.63
i ) e () (4.63)

Escribiendo la funcién de dimensién como %,(¢) = £*® exp(af.(¢)), y tomando
logaritmo y exponencial en el miembro derecho de (4.63) éste se puede escribir como
T Tk
Sﬁf—l(l) +a— EJi’%’—P-H log b, ) })
Je(rige+1)) Felrigk+1))

donde X es la variable aleatoria definida en (3.59) (cbservar que X =Y + s(p)R

con las variables aleatorias Y y R empleadas en la demostracién del teorema 4.2.2),

exp(limkiﬂf{fc(‘-"i(kﬂ)) (

y f. es la funcién definida en (3.59). Teniendo en cuenta el lema 3.3.6, basta probar

que, s1 k — 00,
Y e logpi;
(2k log log k)1/2
p-a.e. Recordando que Y(¢) = logp;, ¢t € M (ver (4.11)), la expresién en (4.64) se
puede reescribir como la suma

SY (rFH(i)) — pE[Y 2\ Y]
(2plog log p)'/? kloglog k (2k log log k)1/2°

—0 (4.64)

(4.65)

Ahora razonando como en la demostracién del teorema 4.2.6 el segundo factor del
primer sumando en (4.65) tiene limite cero p-a.e. cuando & — oo (usando el lema
4.2.5 con a = 1). Si se usa el lema 4.2.5 con a = 1/2, el mismo razonamiento
prueba que el segundo sumando en (4.65) converge a 0 p—a.e. Por lo tanto el primer
sumando converge a 0 si k — oo, puesto que el otro factor estd acotado (k — o0)
p-a.e (si p — oo estd garantizado por la ley del logaritmo iterado aplicado a la
sucesién {Y,},). Por tanto la expresién en (4.64) converge a cero, y se tiene por
lo tanto la igualdad (4.63) u—a.e. Tomando limites inferiores en (4.62) se tiene de

(4.63) que

lim inf #(B(z,ri))

-1 #( l(k))
i ha(2rF) < (Ya(2pu)) ™" liminf ———=5 (4.66)

k—co thg (Tl(k))
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p—a.e. (recordar que el conjunto Bg)o) tiene u-medida uno). Puesto que la densidad
0%*(z) es menor o igual que el miembro izquierdo de la desigualdad (4.66) se tiene

que (4.53) se verifica para un conjunto de p~medida uno, y la prueba concluye. O

Nota 4.3.5 Se puede demostrar que el teorema 4.3.4 es cierto para ¢ € F verifi-
cando liminf, % (2br)/1¥{r) = 4.(b) > 0 para todo b > 0 suficientemente pequeo.
Se demostrd en el lema 3.3.5 que la familia Gp verifica esta condicion con & > 0

arbitrario.

El teorema 3.3.1 sobre clasificacién de medidas en IR respecto a medidas de
Hausdorff que se uso en el capitulo 3 puede formularse en los mismos términos que

alli para la medida packing.

Teorema 4.3.6 (Extensién del teorema de Rogers-Taylor (medidas Packing))
Sea p una medida en RY con o—dlgebra A, y sea ¥ € F. Suponer que ezisten una
funcién d = d(p, ) : RN +— [0, +o0] A-medible, y una constante C > 0 tales que
(i) Si d(z) < a para todo z € A, entonces aCP¥(A) > p(A) para A € A,
(ii) Si d(z) > b para todo = € A, entonces P¥(A) < Cb™.
Entonces
(a) i es singular respecto a P¥ si y sdlo si d(z) = +oo p-a.e.

b es continua respecto a PY si y solo d(z) < 400 p-a.e.
17 7

C) u tiene una representacion integral en términos de P¥ si v solo 510 < d r) <
4 4q
+OO.

La demostracién en este caso es la misma que en el caso de la medida Haus-

dorff, puesto que la medida packing y la medida Hausdorff comparten idénticas
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propiedades, en particular ambas son medidas exteriores. En el teorema original
de Rogers—Taylor los conjuntos {z : d(z) < K}, K € IR, necesitan ser borelianos
porque estos autores consideran medidas de Borel. Sin embargo, el teorema sigue
siendo cierto si los conjuntos {z : d(z) < K} son p-medibles. Atun cuando las
medidas autosemejantes que consideramos son de Borel, nétese que la o~algebra C,
puede ser mucho mas amplia que la de Borel.

S.J. Taylor y C. Tricot probaron en 1985 un teorema de densidad para la medida
packing que proporciona las hipdtesis (i) y (ii) del teorema 4.3.6 si se toma como
funcién de punto d la densidad inferior Q:f.

Teorema (Taylor—Tricot, 1985)

Sea u una medida de Borel de probabilidad en RY. Sea 3 € F, y
AeRN.

i) Si ﬂﬁ(x) < a para todo = € A, entonces p(A) < aP¥(A).

ii) Si 8%(z) > b para todo = € A, entonces P¥(A) < 571,

Usando la medida de Hausdorff centrada (comparable a la medida de Hausdorff),
Taylor y Tricot [TT 85] demostraron un teorema completamente paralelo al de arriba
para densidades superiores y medidas de Hausdorff centradas. El teorema de arriba,
en combinacion con los teoremas 4.3.1 y 4.3.4 jugara el mismo papel que el teorema

de densidad 3.2.3 desempeiié en el capitulo 3.

Ahora tenemos todos los elementos para demostrar el resultado central de esta

seccién. Sea d(p) como en el capitulo anterior, esto es

1/2
d(p) = (z(logp,- — s(p)log n-)?p.-) . (467)

ieM
Teorema 4.3.7 Sea p € Pt. Sea Gp la familia definida en (4.51), y sea d(p) > 0 €l
niémero real definido en (4.67). Entonces, para la medida autosemejante pp inducida

por p, se tiene

i) pip es singular respecto a P¥= si y sdlo si o« > d(p).



116 4. GEOMETRIA DE MEDIDAS AUTOSEMEJANTES 11

ii) pp es continua respecto a P¥= si y sdlo 5i 0 < a < d(p).

iii) up tiene representacidn integral respecto a P* para algin t > 0 si y sélo si
P = Ps, ¥ por tanto s = 1.

demostracidn:

Considerar pp, ¥ € Gp, ¥ ,cif" jugando el papel de g, 3, y d respectivamente
en el enunciado del teorema de Rogers-Taylor 4.3.6. Es necesario demostrar que la
funcién de punto dﬂ’“ es C,—medible. Recordar que ésta es la o-4lgebra en E inducida
por la de los cilindros en MY, C. El razonamiento para justificar la medibilidad
de dicha funcién es completamente paralelo al empleado en la demostracién de la 7
proposicién 3.3.2 para demostrar la medibilidad de la densidad superior Eﬁ: solo se
debe cambiar el limite superior de las funciones Cr—medibles fi(i) del lema 3.3.2
(que es C,—medible) por el limite inferior de éstas (que tambien es C,—medible).

En primer lugar probamos las partes i) y ii). Es claro que el teorema 4.3.1 junto
con la parte ii) en el teorema de Taylor-Tricot proporcionan la hipétesis (ii) en el
teorema 4.3.6 para ¥, y dﬁ"‘ con una constante C' dada por

C = (Ya(2pu)™ (4.68)
(recordar que, como | V' |=1 entonces p < 1). Es decir se tiene la desigualdad
_dﬂ'f" (z) > b,

para todo z € A, con A € C,—medible, y para algin & > 0. Esta desigualdad implica
por el teorema 4.3.1 y la parte ii) del teorema de Taylor-Tricot que

P¥a(A) < b7 (p(2u)) 7L,

Y por tanto
PYe(4) < b7 (%(2pu)) 7, (4.69)

puesto que 1, es creciente y p < 1.

Del mismo modo, la hipétesis (ii) en el teorema 4.3.6 ests garantizada por el
teorema 4.3.4 y la parte i) en el teorema de Taylor-Tricot. Sin embargo, en este
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caso se debe hacer un razonamiento suplementario, puesto que el teorema 4.3.4 sélo
es cierto para g-casi todo z. Sea un medible A € C; como en la hipdtesis (i) del
teorema 4.3.6, i.e. d¥°(z) < a para todo z € A. Definir

A = {z € A: 80(2) < ($u(2pw)) ' dl(2).

Del teorema 4.3.4 se tiene que p(A) = p(A*). Se aplica a A* el teorema de Taylor—
Tricot (parte 1)) y se tiene que

#(A) = p(A%) < a(Pa(2pu)) " PY(A) < a(Pa(2pu)) " PY2(A). (4.70)

Por lo tanto (4.69) y (4.70) implican que las hipétesis (i) y (ii) del teorema de
Rogers y Taylor se cumplen para la funcién d:f“ con la constante ' dada por (4.68).

Seai € B{)m), z = w(i), y « 2 0. La t,—densidad inferior en z se puede escribir
cOImo

d%°(z) = exp (H{T_{Eﬁ (108 #(Figy) — s(p) log rix) + afc(ri(k)))) ,

donde f. estd definida en (3.49) y ¢ = ¢(p) estd dada en (3.37). Introduciendo en
M la variable aleatoria X = Y + s(p)R como en (3.59), donde Y, R son las variables
definidas en (4.11) y la notacion es la que alli se usa, se tiene que la densidad c_i"'#“(:c)

se puede escribir como

SE@H) (2klog klog k)V/?
grloghk) 7% Jelrir)

di*(z) = exp (limkinf{fc(ri(k))( ko

+a)}). (4.71)

Puesto que d(p) definido en (4.67) es la desviacién tipica de la variable centrada X,
ie.

d(p) = (E[X*)"/%,

de la ley del logaritmo iterado se sigue que

lim inf {(2k log k log k)7V255 (1)} = —d(p) (4.72)

v-a.e 1€ Bg"f %) Teniendo en cuenta (4.72), y el lema 3.3.6 del capitulo 3
obtenemos en (4.71) que

d&¥°(z) = +o0 si y sélo si a > d(p),
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y que
d}f“(x) =0 si y solo si 0 < a<d(p).

Ahora de las tésis (a) y (b) en el teorema de Rogers y Taylor con d = d° se siguen

las partes i) y ii) del teorema 4.3.7.

A continuacién se demuestra la pa.rté iii) del teorema. Para ello es necesario
probar que el teorema 4.3.4 se verifica también para la clase de funciones {¥(¢) =
£:t1>0}. Seat>0yze B{,‘x’). Se procede como en la demostracién del teorema
4.3.4. La prueba del teorema hasta (4.63) no depende de la forma especial de la
funcién de dimensién. El caso ¥(€) = £ se trata entonces de igua.l manera que allf
hasta (4.63). La densidad inferior &, en z = = (i) tal que i € B ) se puede escribir
ahora como

k+1
d,(z) = exp(liminf {(k + 1) (,c+1 SEVD - g P2y 1og,,,.j(i)})), (4.73)
j=k+p—1

donde X() =Y + tR, y las variables Y, R estdn definidas en (4.11). Entonces basta
demostrar que p-a.e.

k+1

> logp(i)=0. (4.74)

lim
k—-ook-l-]_ j=ktp—1

Pero (4.74) es inmediato de (4.55), y por tanto el teorema 4.3.4 también es cierto
para la clase de funciones potenciales, i.e. se tiene

0.(z) < (2pu)7'd}(z) p—aee. (4.75)

Es claro que el argumento que condujo arriba a (4.70) es independiente de la funcién
de dimensién considerada; como consecuencia de ello y de (4.75) la hipétesis (i) en el
teorema Rogers—Taylor 4.3.6 se tiene también para la clase ¥(£) = £!. La hipdtesis
(ii) de Rogers—Taylor se tiene directamente del teorema 4.3.1. Por lo tanto la
afirmacién sobre la representacin integral en la parte iii) del teorema se tiene si y
solo si

0<d(z) < +oo p—ae. (4.76)

Puesto que para z € E'\ ©*, el conjunto 771(z) esta formado por un tinico elemento
se tiene

d,(z) = exp(liminf SF(v7())),
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de modo que (4.76) se verifica si y sélo s1 .

— o0 < limjnf (k (%s,-:f“’(w—l(m)))) < +o0 v—ae., (4.77)

5K (x(2)
(2% log log k)1/2

— 00 < lirr}‘inf ((Zk log log k)'/2 ) < +co. v —ae. (4.78)
porque el conjunto £ \ ©* tiene p—medida plena. Puesto que de la ley fuerte de

grandes numeros

lim E1SEO ) = £[x 1)

v-a.e., la acotacién (4.77) se cumple si y sélo si £[X ] = 0. Esto equivale a t = s(p).
Por otra parte, la ley del logaritmo iterado aplicado a la sucesién {S¥ (‘)}kelN implica

que r—a.e.
liminf (2kloglog k) /253 (i) = —d(p),

y entonces (4.78) es cierto si y sélo si d(p) = 0. Esto es equivalente a p; = r (p),
i € M. Pero tal eleccién de p € P sélo es posible si s(p) = s, es decir

pi=r’

para: € M, lo que demuestra iii) y concluye por tanto la demostracién del teorema.
O

Destacamos en el siguiente corolario el caso a = 0 obtenido en el teorema 4.3.7,
que es ‘dual’ al demostrado en el capitulo 3 para la dimensién Hausdorff.

Corolario 4.3.8 Para todo p € P*, la medida autosemejante pp es continua re-
specto a la medida packing en su dimensién P*(P),

Nota 4.3.9 Observar que el teorema 4.3.7 demuestra en particular que Dimyup =
s(p), precisando el modo en que la densidad logaritmica esférica existe y toma
el valor s(p). Esto completa la demostracién del teorema 3.3.3 en el capitulo 3.
Si la definicién para conjunto ‘fractal’ propuesta por S.J. Taylor [Tay 86], i.e. A
es ‘fractal’ si DimA=dimA, se considera también para las medidas, entonces las
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medidas autosemejantes estudiadas en este capitulo deben considerarse tipicamente
como ‘medidas fractales’. No obstante, en el caso finito, el diferente comportamiento
de estas medidas respecto a la medida de Hausdorff y la medida packing podrian
estar relacionadas, siempre siguiendo la referencia de la teoria desarrollada para
conjuntos [ST 88], con propiedades no ‘agradables’ de rectificabilidad.

Nota 4.3.10 La familia {t,}.»0 proporciona un refinamiento a la derecha de la
funcién de dimensidn y(£) = £*(P} diferente al que se obtuvo para la dimensién
Hausdorff. En cada caso el refinamiento que se obtiene es el adecuado para obtener
resultados sobre la medida. Ahora la familia estd ordenada mediante: 0 < o < 3
implica que ¥ > ¥4 > ¥, y por tanto P*®) > P* > P6. Ahora si s(p) = s(q) con
P # q, entonces la medida pp, estd concentrada en un conjunto de medida packing -
mas pequeilo si d(p) > d(q). Este es el mismo criterio que se obtuvo del lema 3.3.10

; usando medidas de Hausdorff. La situacién es simétrica a la que se tenia con la

familia de medidas Hausdorff {¢q}a>0-

En realidad, se puede considerar una tnica familia a-paramétrica G = Gy U Gp
con el pardmetro o barriendo R. Notar que ¢, = ¢_, (recordar la definicién de ¢,
en 3.36). Si se tiene en cuenta que H#* < P%= para todo « € IR, se pueden recoger
los resultados de los capitulos 3 y 4 concernientes a la singularidad de medidas
autosemejantes respecto de la familia de medidas de Hausdorfl y packing asociadas

a la familia {@q }aer €n un tnico teorema. Este se enuncia como sigue.

Teorema 4.3.11 Sea M finito. Sea p € P, p # p, y sea la familia G = G(p) =
{#a}aer, donde ¢, es la funcidn definida en (9.36). Entonces, para lo medida
aulosemejante uy inducide por p, se tiene

i) pp es singular respecto a P%= si y sélo si a < —d(p).

ii) pp es singular respecto a H¥= y continua respecto a P** siy sélo si| a |< d(p).

iii) pup es continua respecto a Hé si y sélo si a > d(p).
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iv) pp no tiene representacidn integral respecto a la medida H' o respecto a la
medida Pt para ningin 0 <1 < s.

v) pp, €s la dnica medida autosemejante que tiene representacion respecto a H*

y P?. De hecho, en este caso las tres medidas coinciden salvo en un factor constante.

Nota 4.3.12 En relacién al punto v) del teorema anterior, D. Spear [Spe 92] ha
demostrado recientemente que H* = K P*® para una constante K apropiada que sélo

depende del sistema ¥(de hecho K = H*(E)/P*(E)).
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Capitulo 5

Geometria de Conjuntos
Autosemejantes: Analisis
Frecuencial en Conjuntos
Autosemejantes. Los Conjuntos
de Besicovitch.

En este capitulo desplazamos el punto de vista desde las medidas autosemejantes
{que han ocupado la atencién durante los tres capitulos anteriores) a subconjun-
tos relevantes de E que son capaces de concentrar toda la masa de la medida. En
realidad, tales conjuntos han aparecido discreta pero esencialmente en las argu-
mentaciones de los resultados obtenidos previamente, lo que no hace sino reforzar
la idea de ‘dualidad’ entre tales medidas y conjuntos para describir la geometria
autosemejante. Tales conjuntos se definen en términos frecuenciales en el espacio
de cédigos, y abren la puerta a un anilisis del fendmeno de la semejanza mas rico
del que se adopta tradicionalmente en la literatura, i.e. restringido al compacto
E. Tales conjuntos frecuenciales no—compactos, que se estudian en la seccién 5.2,
podrian denominarse con toda legitimidad autosemejantes. De hecho, los conjuntos
de Besicovitch estin conectados directamente con problemas clsicos que se han con-
siderado en teoria de niimeros, probabilidad, y teoria geométrica de la medida. Esto
se revisa con cierto detalle en la introduccién. La tercera seccién analiza propiedades

123
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de dimensién de algunos conjuntos caracterizados frecuencialmente.

5.1 Preliminares y Antecedentes.

Una de nuestras motivaciones para la investigacion que se presenta en este capitulo
fue originalmente el problema de la caracterizacién de los puntos ‘tipicos’ en un con-
junto autosemejante. Tal idea de ‘tipicidad’ deberia entenderse respecto a cierta
medida de probabilidad. Puesto que la atencién recae ahora sobre el conjunto
autosemejante, que tiene H°-medida finita y positiva, la medida probabilizada
ps = (H*(E))"1H* puede considerarse como la medida adecuada respecto a la que
se debe decidir la tipicidad de los puntos de E. Mas en concreto, la pregunta puede
formularse como sigue: cémo se puede caracterizar un punto de E que tiene proba-
bilidad uno de ser escogido al azar con respecto a la probabilidad u,?.

En 1909 E. Borel proporcioné una respuesta para la pregunta formulada arriba para
los puntos del intervalo unidad I = [0,1] C IR cuando demostré que casi todos (con
respecto a la medida de Lebesgue L!) los niimeros en I son normales, en particular
tienen idéntica frecuencia asintética de ceros y unos en su expansion binaria. La ley
fuerte de los grandes nimeros permite una formulacién mas general. Sea un entero
m>1yM={0,1,...,m~1}. Paracadaz € I y j € M sea §;(z) la frecuencia
asintética del digito j en la expansidn en base m de = (considerar la infinita cuando

haya dos disponibles). El conjunto de niimeros normales en base m estd dado por
Np={z€Il:6(z)=m™!, je M} (5.1)

La ley fuerte de los grandes ndimeros prueba que L'(Np) = L'(I) = 1, lo que
muestra que los puntos del conjunto N, se pueden considerar como los puntos
‘tipicos’ del intervalo. Puesto que el intervalo unidad es un conjunto autosemejante,
la cuestién formulada arriba sobre la tipicidad de los puntos en un autosemejante
puede resolverse extendiendo la idea de normalidad de Borel a estos conjuntos. Esto

se hace preciso mas adelante.

Por otra parte, los conjuntos formados por ‘puntos no-normales’ de I, i.e. los que
bl J bl
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hemos llamado conjuntos de Besicovitch-Eggleston

Am(Po,Pl,- oy Pm-1) = {.I: €l: 6.7'(2") =pi, JE M}v (5‘2)

con al menos un p; # m~!, pueden considerarse como los puntos normales con
respecto a la medida de probabilidad (autosemejante) pp = vp o ;! con p =
(PosP1s- -+ Pm—1)s ¥ T (2) = (ar(z))ren es la aplicacién I — MY que a cada z le
hace corresponder la sucesién formada por los digitos de la expansién m-aria infinita

~%_ La idea de que hay una medida de probabilidad

de , i.e. T = Y ren ar(z)m
privilegiada debe abandonarse si ésta no resulta ser la medida Lebesgue, que es la
inica que tiene sentido fisico. A.S. Besicovitch en 1934 consideré el problema de
la “medida de tales conjuntos de puntos atipicos para la medida de Lebesgue” y
obtuvo una respuesta “en términos de dimensién fraccionaria”. Besicovitch probé
que dimA;(p, 1 —p) = — log,(p?(1 —p)'~?), lo que cuantifica la ‘rareza’ de los puntos
de As{p,1 — p) en términos de la frecuencia asintética p. H.G. Eggleston generalizé

en 1949 la formula de Besicovitch para m > 2, i.e. Eggleston demostré que

. N ,'10 i
dlmAm(FO: Piy--- 7pm—1) = "E:—EM"— ]pgp (53)
Observar que A,{m™1,m ™, ...,m™ 1) = N, y que en tal caso la férmula (5.3) es

consecuencia de la ley de grandes nimeros, pues el conjunto NV, tiene medida de

Lebesgue 1, y por tanto dimensién 1.

P. Billingsley extendié en 1961 los conjuntos de Besicovitch-Eggleston a un am-
biente de espacios de probabilidad (£2, A, ) donde tiene lugar un proceso estocastico
{z+}ren con espacio de estados finito M = {1,2,...,m}, o numerable. Billingsley
introdujo el concepto de dimensién de Hausdorff asociado a la medida y al proceso
(ver (5.40) para una definicién), y extendi6 la férmula de dimensién (5.3) a con-
juntos definidos mediante las frecuencias asintéticas de transiciones entre estados
cuando el proceso {z;} es una cadena de Markov regular. Cuando el espacio de
probabilidad es el intervalo I con la medida de Lebesgue (y la o—dlgebra de Borel),
y el proceso es de Bernouilli los resultados de Billingsley son los de Besicovitch y
Eggleston.

Sea Ey el conjunto autosemejante asociado a un sistema de semejanzas ¥ €

S(N, M) que verifica la condicién de abierto. Segiin se probé en el teorema 2.3.1,
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los espacios de probabilidad (Ey,Cy, fip) son isomorfos al espacio de probabilidad
(MN,C, vp) con isomorfismo dado por la proyeccién 7 : MY +» E definida en
(1.14). Por lo tanto, los IFS con probabilidades de M. Barnsley [Bar 88] (que no son
otra cosa que los espacios de probabilidad (E,C;, up)) se pueden considerar como
proyecciones geométricas en IR™ del caso independiente de Billingsley.

Introducimos en este capitulo una extension natural de los conjuntos de Besicovitch-
Eggleston al contexto de conjuntos autosemejantes, sustituyendo la ‘codificacién’ de
los puntos mediante su expansién en base m por la codificaciéon que de modo natural
proporciona la proyeccion w. A tales conjuntos los hemos llamado genéricamente
conjuntos de Besicovitch. Alternativamente, se pueden considerar los conjuntos de
Besicovitch que hemos introducido como proyecciones de los conjuntos que Billings-
ley considera en el caso independiente. Sin embargo, el problema de encontrar .
las propiedades de dimensién y medida (Hausdorff y packing) de los conjuntos de
Besicovitch de Ey no es en modo alguno trivial. Obsérvese que el isomorfismo de
espacios de medida (Ey, up) % (M™,vp) es cierto para todo sistema ¥ verificando
condicién de abierto, y por tanto no arroja ninguna informacién sobre la geometria
de los conjuntos de Besicovitch. Dicha geometria esta generada por la aplicacion =,
esto es, por el sistema ¥, que finalmente es el responsable de distribuir la masa de

la medida vp en RY.

En este capitulo encontramos la dimensién Hausdorff de los conjuntos de Besi-
covitch asociados a probabilidades p € P*. Encontramos que la dimensién estd
dada por s(p) definido por la f6rmula (3.1), extendiendo por lo tanto la férmula
(5.3) de Besicovitch y Eggleston. También demostramos que la dimensién pack-
ing de los conjuntos de Besicovitch es s(p), lo cual convierte a estos conjuntos en
fractales segiin la definicién de S.J. Taylor [Tay 86]. También se encuentran las
dimensiones de los conjuntos finos de Besicovitch del espacio geométrico (ver (5.9)
para la definicién) que se han usado repetidamente en anteriores capitulos. Se ob-
tiene ademas un conjunto de puntos normales de E como extensiéon natural de los
niimeros normales (en base m) de Borel en el intervalo.

La cuestién mads fina de la medida de los conjuntos de Besicovitch (finos o no) en su
dimensién también se aborda. Demostramos que tienen medida packing infinito en
su dimensién, y resultados parciales sobre su medida de Hausdorff. En particular,
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de nuestro trabajo se desprende que los conjuntos de Besicovitch-Eggleston tienen
medida packing infinita y medida de Hausdorff nula o infinita en su dimensién, dada
por (5.3).

Otros conjuntos definidos frecuencialmente que son relevantes desde el punto de
vista de la medida autosemejante (i.e. concentran toda la masa) o de la geometria
(tienen medida de Hausdorff nula o la dimensién de la medida) también se presentan

en este capitulo.

5.2 Conjuntos autosemejantes no—compactos de
p—medida plena. Los conjuntos de Besicov-
itch. '

Sea ¥ € S(N, M), con M = {1,2,...,m} § M = IN. Para i = (i,%,...) € MN ¥
j €M, sea
6,0) = lim 5, k), (54)
donde para k£ € IN
5;(i,k) = k" 'card{n : i, = j,1 <n < k}. (5.5)

Para cada p = (p1,P2,...,Pm) € IR™, se define el conjunto de Besicovitch de W
asociado al vector p como el subconjunto de £

Bp = {r(i) : §;(i) = p; para todo j € M}. (5.6)

Observar que el conjunto By, puede escribirse como

Bo= (1 U () N{xG):ie M™ p— 2 <668 <p+2).

neN NN k>N jeM

El conjunto entre llaves en ésta expresidn es una unién finita de cilindros Ej, j €
M*, y por lo tanto es un conjunto cerrado. Esto demuestra que los conjuntos de
Besicovitch son conjuntos F,s, y por tanto conjuntos de Borel. Recogemos en el
siguiente lema algunas propiedades generales de los conjuntos de Besicovitch. Para
la definicién de la dimensién de Minkowsi o dimensién ‘box—counting’ puede verse

[Fal 90].



128 5. ANALISIS FRECUENCIAL EN CONJUNTOS AUTOSEMEIANTES

Lema 5.2.1 Sea p € R™ un vector de probabilidad, y By, el conjunto de Besicoviich
asociado a (¥,p). Entonces

i) Bp es SV-invariante (no—compacto), i.e. S¥(Bp) = Bp.
ii) Bp es denso en E.

iii} Si se verifica condicidn de abierto, dimy(Bp) = s = dim(E), donde dimy
denota dimension de Minkowski.

iv) pp(Bp) =1, donde pp es la medida autosemejante inducida por p.

demostracion:

La parte i) es consecuencia de que lo que caracteriza a los puntos de By, es la
frecuencia asintética de algun(os) cédigo(s) i € 7~1(z). Asi, sii = (i192¢5...) € MV
es tal que 7(i) € Bp entonces x(i3i3...) € Bp también, y ademds ;, (7 (izta...)) =
7(i), lo que prueba que By C S¥(Bp). En el otro sentido, si 7(i) € Bp, claramente
w;(m(i)) = x(ji) € Bp para todo j € M, y por tanto By O 5¥(Bp). Por supuesto,
los conjuntos By no son compactos, puesto que el tnico S¥-invariante compacto es

E.

Sea p € IR™ un vector de probabilidad. Dado y = =(j) € E y ¢ > 0, tomar
ko = min{k : rjx) < €} y considerar una secuencia i = (417;...) € Bp tal que iz = ji
para 1 < k < ko. Claramente d(y, x(i)) < ¢, lo que prueba la densidad de By, en el
autosemejante E. Observar que la densidad de By no requiere que p € P*.

La propiedad iii) es consecuencia directa de la densidad de los conjuntos de
Besicovitch en E y de las propiedades de la dimensién de Minkowski. En concreto,
es bien sabido que para todo A € IR™ se tiene dimy(A) = dimy(A) (ver, e.g.
[Fal 90]). Por otra parte, también es conocido que

dimm(E) = dim(E) (5.7)

(ver [Fal 90]). De ii) se sigue el resultado.
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La propiedad iv), que ya se ha utilizado repetidamente en el texto, es consecuen-
cia de la ley fuerte de grandes nimeros y de la definicién de gp. O

Observar que el lema anterior no requiere que p € P*. La propiedad iv) ilustra el
hecho de que cualquier intento de estimar la dimensién de la medida up (ya que,
como veremos, esta también dada por la dimensién de Hausdorff de Bp) mediante
alguna técnica computacional de box-counting fracasard. S5ise pretende obtener tal
estimacién otro tipo de cémputo dimensional sensible a la medida (e.g. dimension
local, dimensién de correlacién) debe emplearse.

La propiedad ii) afirma que los conjuntos de Besicovitch son autosemejantes. Cuando
se elimina la exigencia de que el conjunto SW¥-invariante sea compacto por supuesto
se pierde la unicidad para el invariante, pero aparece toda una familia {Bp}p m-
parametrica de conjuntos invariantes, densos en el soporte de las medidas up (esto
también caracteriza al conjunto E) que, como se ve a continuacién ilustran de man-
era mas rica el fenémeno de la autosemejanza. La tltima propiedad del lema ilustra
por un lado la idea de ‘tipicidad’ de los puntos de Bj respecto a la medida de
probabilidad pp, y por otro provee un punto de vista alternativo al de los capitulos
anteriores, i.e. el analisis dimensional y de medida de los conjuntos asociados de
modo natural a la medida pp. Desde ese punto de vista los conjuntos de Besicovitch
no son mas que uno de los muchos conjuntos relevantes asociados a la medida pp.

En resumen, las partes i) y iv) del teorema 5.2.1 revelan qué tipo de conjuntos se
deben estudiar asociados naturalmente a la geometria y probabilidad del par au-
tosemejante (¥, pp): los conjuntos S¥—invariantes (que pueden llamarse autoseme-
jantes) que concentran la masa de pp. Algunos de ellos se introducen a continuacién.
En particular, los conjuntos finos de Besicovitch han jugado un papel importante a
lo largo de este trabajo.

Para j = (j1,72,---+Jk) € M¥, sea pj = v((§)) = pips, - - P, (recordar que (j)
denota el cilindro cuyos k primeros digitos son los de j). Para i € MW, sea 6j(i) la
frecuencia asintética de la secuencia finita j en el c6digo i

§(1) = lim —card{q : 7 = j1,ig41 = J2r- - lqrk-1 =Tk 1 S¢S n}.  (5.8)
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Sea p € IR™ un vector de probabilidad. Definimos el conjunto de Besicovitch fino
Bl(,°°) asociado al par (¥, p) como

BS) = () BY, (5.9)
kEN
donde
Bg‘) = {n(i) : i€ M™,6(i) = p; paratodoj € M*}. (5.10)

Se puede demostrar como en el lema 5.2.1 que los comjuntos Bl(,°°) también son
autosemejantes no—compactos densos en E, de dimensién de Minkowski s (bajo
condicién de abierto), y de p—medida plena. Este altimo hecho es una consecuencia
del teorema ergédico de Birkhoff y juega un papel esencial en la demostracién del

©-lemma (ver capitulo 2, teorema 2.2.2).

Si se piensa en términos de la ley del logaritmo iterado hay otro conjunto autose-
mejante no—compacto que se define frecuencialmente de modo natural. Llamamos
Lp al conjunto

Lp= ({r(): lmsupRGGE=P) _(q_poe (s

JEM k—rcop f?'k'h)g fog ;'s,)'rm
.. o k(8;(1, k) — pj
i iof é;lfmgwﬁ = —(p;(1 = p))*?}, (5.12)

donde §;(i, k) es la frecuencia relativa definida en (5.5). Si M es finito, los cédigos del

conjunto Ly, tienen la siguiente propiedad respecto al conjunto de variables aleatorias
en M con esperanza nula

Lema 5.2.2 Sea M finito. Sea p € P* y Ly el conjunto definido en (5.11)-(5.12).
Sea X : M — IR una variable aleatoria tal que £[X] = 0 y E[X?)] > 0 (esperanza
respecto a p). Entonces

(2kloglog k)% | S (i) |< Zﬂ:{ | z; | (pi(1 = pj))'/? < +oo, (5.13)
2€

donde X(j) = z;, para todo j € M.

demostracion:
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Para mostrar la afirmacién (5.13) considerar, para cada ;7 € M, la variable
aleatoria centrada indicadora del digito j, i.e.

Aj(i)={ Lopy sii=g (5.14)

—~P;i en otro caso.

Entonces £[A;] = 0 y £[A?] = p;(1 — p;). Sea ahora X una variable centrada con
£[X?] > 0. Observar que, parai € M

I, —=x; — g[X] = :1':,‘(1 - p‘-) — Z.ijj = z .’EJ'AJ'(?:),
i# JEM
y por tanto la variable X se puede expresar como combinacién lineal de las variables
A; mediante

X = Z £J'Aj.
JEM
Ademas se tiene
SE =S 55% = 3 ;500 (5.15)
JEM JEM

Por tanto, para i € MW se tiene

. SE (i) . z;5¢° (i)
= >
i o ot Togiog )7 ~ il 2 Gitegiog )

f Sei() 1/2
> z; lim inf > — z; | (p;(1 — p;))V?,
J%‘; 7 koo (2kloglog k)1/2 3%\:4' i | (ps( i)
donde se ha usado la relacién (5.15), la versién discreta finita del lema de Fatou, y
la definicién (5.12). El razonamiento andlogo para el limite superior produce

S (i)

lim sup < T (1 = p: 1/2,
k—co (2kloglog k)1/2 J&’ Jj | (pi( 2i))

usando de nuevo el lema de Fatou, de donde se sigue el resultado. O

Nota 5.2.3 El anterior lema tiene cierto interés desde un punto de vista puramente
probabilista, pues ilustra el hecho de que la ley del logaritmo iterado es lineal en
el sentido precisado en el lema. Por otra parte, el hecho de que el teorema no se
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cumpla para el caso numerable se debe a que la versién del lema de Fatou para el

limite superior requiere la convergencia de la serie

Z -'”J'Si?j(i)
(2k log log k)1/2

JEM

para algin n, lo que no puede garantizarse en general. La hipétesis p € Pt no
es estrictamente necesaria en el lema anterior. Sin embargo, si se quiere que el
conjunto L, tenga p-medida plena es necesario que cada uno de los j conjuntos en
la interseccién (5.11)-(5.12) tenga p-medida plena. Esto sucede cuando se verifica
la ley del logaritmo iterado para cada variable A; (ver la demostracién del teorema
5.2.4). Ello requiere que p; > 0 para cada j € M, pues la ley del logaritmo iterado
se cumple para variables de varianza positiva [Bil 78].

De nuevo, el conjunto Lp es denso en E. Ademds tiene u-medida plena, pues es
interseccién finita de conjuntos que tienen g—medida total como consecuencia de la
ley del logaritmo iterado. Esto se mostrard en la prueba del siguiente teorema, que
recoge los resultados de dimensién de los conjuntos de Besicovitch y el conjunto Lp.

Teorema 5.2.4 Sea M finito. Sea p € P*, y sean By, B,(,m) y Lp los conjuntos
definidos en (5.6), (5.9) y (5.11)-(5.12) respectivamente. Enlonces

i) dimBy = dimB{® = dimLy = s(p),
i) DimBp = DimB{®) = DimL, = s(p),

donde s(p) es la dimension de la medida autosemejante up.

demostracion:

Sea p € P* y pp la medida autosemejante asociada a p. Para cada j € M,
sea A; la variable aleatoria M — IR centrada indicadora del digito j, que ha sido
definida en (5.14). Un sencillo cileulo proporciona £[A;] = 0y E[A] = p;(1 — p;)-

Si se usa la notacién .

S¢*(i) = 3 Ajoprio7"(3)

n=1
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como en (3.27) , se tiene que Sf’ (i) = né;(i, k) y por tanto los limites en (5.11) y
(5.12) equivalen respectivamente a

limsup (2 loglog k)/25, () = (p,(1 — p3))*” (5.16)
liminf (2k loglog §) /2527 (3) = —(ps(1 — ps)"*. (5.17)

La ley del logaritmo iterado aplicada a cada sucesién {S,?j}k implica que (5.16) y
(5.17) se verifican, para cada j € M, sobre un conjunto de v-medida uno, y por
tanto pp(Lp) = »(7(Lp)) = 1 (Lp es interseccién finita de conjuntos de pp-
medida plena). Como Ly, Bp, ¥y Bl(,m) tienen todos pp-medida plena, se sigue de la
férmula dimpy, = s(p) en el teorema 3.3.3 que los tres conjuntos tienen dimensién

de Hausdorff mayor o igual que s(p).

Observar que (5.11) y (5.12) implican en particular
Jim 6;(i, k) = p;
para cada j € M, y por tanto Ly C Bp. De la inclusién BI(,°°) C By se sigue que
para concluir basta demostrar que DimBp, < s(p). Del teorema 4.2.2 sabemos que
la densidad logaritmica superior verifica

Tup () < s(p) (5.18)

para pp—casi todo punto en E. Eso no basta para concluir que la dimensién de Bp
es s(p), sino que se debe tener la desigualdad uniformemente en todo el conjunto.
En el caso finito la propiedad asintética de los cédigos en Bp basta para probar que
la designaldad (5.18) es cierta para todo £ € Bp. Sea z € By. Procediendo como
en la prueba del teorema 4.2.2 se tiene, para todo cédigo i € 77'(z)

log pp(B((1),7)) . log #p(Fig))

1
log r = logTi(k-1) (5.19)
donde k; = min{k : ry) < r}. Escoger el cédigo i, € 7~'(z) tal que
Bim &;(iz, k) = p; (5-20)

para todo j € M. Para tal secuencia se tiene

Jim k182 (i) = lim 3 6;(iz, k) Z(5) = £[2}, (5.21)
—00 — 00 JGM
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donde se usa la notacién de (3.27), y Z = R,Y son las variables definidas en (4.11).
Como en la demostracién del teorema 4.2.2 la desigualdad (5.19) se puede escribir
con esa notacion como

log p(Br(@yr)) _ k1 ki*SLGi)
logr Tk —1(k - 1)_15ﬁ—1(ix),

(5.22)

Del lema 4.2.1 se tiene que la desigualdad se respeta al tomar limites superiofes, de
modo que teniendo en cuenta (5.21), se obtiene en (5.22)

Aup (w(iz)) 2 s(p),

ya que s(p) = E[Y]/E[R]. Como consecuencia, la desigualdad (5.18) se tiene para
todo z € Bp. Sea t > s(p) y z € Bp, la desigualdad (5.18) implica que

w(Br)

(2r)

se tiene para todo r > 0 menor que uno rg = ro(t) adecuado, y entonces la desigual-

dad
¢ (z)> 27, (5.23)

se tiene para todo z € Bp. El teorema de Taylor-Tricot (ver seccién 4.3) proporciona
el resultado, i.e. de (5.23) se tiene P{(Bp) < 27, Puesto que ¢ > s(p) es arbitrario
se tiene DimBp, < s(p), lo que concluye la prueba. O

Nota 5.2.5 El teorema anterior no se tiene a partir del teorema 4.2.2 en el caso
numerable. Ello se debe, como se apunté arriba, a que la estimacién que alli se
obtiene para la densidad logaritmica superior sélo es véalida pp-a.e. Para obtener la
acotacién para todos los puntos del conjunto = € Bp, basta con que (5.21) se tenga
para un cédigo ‘bueno’ en 771(z) (i.e. que cumpla (5.20)). El lema de Fatou no
puede, sin embargo, garantizar tal cosa en este caso.

Nota 5.2.6 El teorema anterior generaliza la férmula de la dimensién de Hausdorff
(5.3) obtenida por Besicovitch y Eggleston para los conjuntos definidos en (5.6).
Ademas, el resultado que concierne a la dimensién packing se aplica a los conjuntos
de Besicovitch-Eggleston. En particular, éstos tienen igual dimensién Hausdorff y
packing (son conjuntos fractales en el sentido de Taylor [Tay 86]).
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Nota 5.2.7 Obsérvese que si se consideran los conjuntos de tipo Besicovitch B{," ),
k € IN, definidos en (5.10), el teorema 5.2.4 implica trivialmente que dimBl(,k ) =
DimBI(,k) = s(p)- De este modo, los subconjuntos de E generados por composiciones
de semejanzas que respetan las frecuencias asintéticas de los bloques de longitud &

también tienen dimensién s(p).

El teorema 5.2.4 no proporciona ninguna informacién sobre cial es la medida de
Hausdorff y packing de los invariantes considerados. Esta siempre es una cuestién
mis fina que la de la dimensién. Aqui resolveremos este problema en algunos casos.

Proposicion 5.2.8 Sea M finito. Sea p = p,, i.e. p; = (r! 11 € M), entonces
i) H*(Bp,)= H*(BS?)) = H*(Lp,) = H*(E).

ii) P*(Bp,) = P*(BfY)) = P*(Lp,) = P*(E).
Ademds, como M es finito, éstas medidas son finitas y positivas.

demostracion:

Sea p, la medida autosemejante asociada al vector p,. Sea M = My p) el
operador de Hutchinson definido en (4.23),
Mny=> rino ras
ieM
Se demostré en la seccién 4.3 que, sea M finito o numerable, hay una 1dnica medida
 tal que Mpu = p que se llama medida de probabilidad invariante asociada al par
(¥,p,). En la seccién 4.3 se probé ademas que p coincide con la medida y,. Si se

escribe A = U;ear pi(907 (A)) para A C E se tiene de las propiedades de la medida
de Hausdorft

H*(A) = 3 H(pile ' (A))) = X r{H" (97 (A)) = MH*(A). (5.24)

ieM ieM
En particular, para obtener (5.24) se ha aplicado la propiedad de que H*(p(A)) =
r* H*(A) para una semejanza de razén r, y el hecho de que H*(©) = 0 [GMMR 93).
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Entonces (5.24) implica que la medida H* es también invariante para el operador de
Hutchinson (5.2.8). Por la unicidad de la medida invariante se tiene que las medidas
(H*(E))'H* y p, coinciden. Puesto que u,(E\ Bp,) = 0 entonces H*(E\ Bp,) =0,
y por tanto H*(E) = H*(Bp,). El razonamiento sélo depende de que el conjunto
By, tiene p,~medida plena, de modo que se tiene i). La segunda afirmacién se
obtiene directamente de i) usando un resultado de Spear [Spe 92] que afirma que
existe una constante K (que sdlo depende del sistema S¥) tal que P* = KH*. La
medida de Hausdorff de F es finita y positiva en el caso en que M es finito [Hut 81].
O

La afirmacién i) del teorema 5.2.8 se puede entender como una ley de los puntos
‘normales’ en E. Los puntos de Bp, pueden considerarse como los ‘puntos normales’
(en el sentido de Borel) del autosemejante. Mas todavia, el conjunto mds pequeiio
B(°,°) puede pensarse como €l verdadero ‘corazén’ de E, desde un punto de vista de
la medida. Las fuertes propiedades de regularidad de los puntos de Bl(,?) hacen que
se piense en el conjunto fino de Besicovitch como el conjunto de los puntos éuper——
normales de E. No se conoce relacion de inclusién ninguna entre los conjuntos B;(,m)
y Lp, ambos incluidos en Bp. M. Moran [Mor iv] ha demostrado que los cédigos
que verifican una propiedad de tipo logaritmo iterado (diferente de la que se exige
a los cdédigos de Lp) son cédigos del conjunto fino de Besicovitch.

Nota 5.2.9 A continuacién se hace alguna observacion sobre la medida M-invariante
y sobre la medida packing en el teorema anterior. El resultado de Spear [Spe 92]
no es a priori necesario, puesto que el razonamiento para la medida de Hausdorft
es valido para P°. Veamos esto. En primer lugar, la medida packing tiene también
la propiedad P*(p(A)) = r*P*(A) para toda semejanza ¢ de razén r. Una de-
mostracién de este hecho estd esencialmente en el teorema 5.2.18 de este capitulo
(también lo demuestra Spear en su articulo). El razonamiento en (5.24) es entonces
valido para P* siempre y cuando la P*-medida del conjunto de solapamiento sea
nula (observar que esto es necesario para justificar la primera igualdad en (5.24)).
Esto puede demostrarse usando la SU-invariancia de F si P*(E) < +oo. La sen-
cilla demostracién de que H*(©) = 0 se sigue de H*(E) < +oo puede verse en
[GMMR 93]. Por tanto en el caso de la medida P® es necesario que E sea de me-
dida P? finita. Esto lo demostré D. Spear [Spe 92] para construcciones dirigidas por
grafos (o de Mauldin—Williams) verificando condicién de abierto, que comprenden
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el caso que nosotros tratamos aqui como particular. Por lo tanto, la medida P*
es también M—invariante, y coincide, salvo el factor de normalizacién (P*(E))™!,
con la medida H*® y con la medida y,. Este de hecho es un modo de conseguir el
resultado de Spear en nuestro caso como consecuencia directa de la unicidad de la

medida M-invariante.

Nota 5.2.10 Alguna observacién sobre el caso numerable puede ser relevante. En
el caso M = N se tiene también (ver 4.3) la unicidad de la medida M-invariante.
Si s = dimFE como siempre, M. Mordn [Mor i] demostré ademas que la medida H*
de E es finita también en este caso (lo que no es cierto es que E tenga H°-medida
positiva en general). Por lo tanto, el mismo razonamiento para el caso finito de
[GMMR, 93] demuestra que H*(©) = 0 en el caso numerable. Sin embargo, debe
afladirse la hipétesis adicional de que la serie ¥ ;e r{ sume 1 (esto no tiene por qué
suceder en general, ver [Mor i]). Revisamos el razonamiento en este caso. De la

convergencia de la serie y de la S¥—invariancia de E se tiene

S H((B) = H(B) ot = H(B) = B (U pu(B)) < oo, (529

puesto que H*(E) < +oo. Por tanto, (5.25) implica que H*(©) = 0 también en
este caso. M4s adn, también sigue siendo valido el razonamiento en (5.24), de modo
que la medida H* es M-invariante en el caso numerable. Sin embargo, no tiene por
qué coincidir con la medida p,, puesto que en general no se tiene H*(E) > 0 y por
tanto la medida H® no se puede normalizar a una medida en el espacio MB(E).
Si H*(E) > 0, la consecuencia es que se tiene la igualdad p, = (H*(E))"'H*® como
consecuencia de la unicidad de la medida M-invariante. En cuanto a la medida P*
de los conjuntos de Besicovitch nada puede decirse, ya que el problema de la medida
(y dimensién) packing de los autosemejantes generados por infinitas semejanzas esta
abierto. No se sabe pues si la medida P*(E) es finita en el caso numerable. Si se ha
probado sin embargo el siguiente

Lema 5.2.11 Sea ¥ € S(N,IN) verificando condicion de abierto. Asumir que
2,18 =1y HE) > 0. Seap = Ps, ¥ pis la medida eutosemejante asociada.
Entonces u, = (H*(E)) 1 H*, y por lo tanto se tiene

H*(Bp,) = H'(B{Y)) = H'(Lp,) = H*(E).
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demostracién:

Ver la nota 5.2.10 para justificar la igualdad de las medidas autosemejante y de
Hausdorff, y emplear el mismo razonamiento que en la prueba del lema 5.2.8 para
obtener la igualdad de las H*-medidas de los conjuntos arriba. O

Cuando no se considera el ‘caso normal’ no es conocida la medida de Hausdorff de
los conjuntos de Besicovitch. Hemos obtenido una respuesta parcial a esa cuestién,
que se desprende del siguiente resultado general sobre la medida de Hausdorff de los
S¥-invariantes.

Proposicion 5.2.12 Sea M finito o numerable. Sea 0 <t < s, y $(£) = &'g(£) €
F, con g no—creciente en algin intervalo (0,80). Entonces, o bien H*(B) =0, o -
bien H*(B) = 400 para cualquier SU—invariante B tal que dimB > dim(© N B).

demostracion:

Sea ¢ una semejanza cualquiera con factor de contraccién r < 1. Sea ¢ como en

el enunciado del tecrema. En primer lugar demostramos que
HY(p(A)) > rH(A), (5.26)

para todo A C RY. Sea 0 < 6 < & , y sea {V;}ienw un 6—covering de p(A) mediante
bolas. Si escribimos U; = ¢~1(V;) para cada ¢, entonces {U;}ien es un §/r-covering
de A por bolas. Puesto que ¢ es no—creciente se tiene

S ViD=r 2 (U g U 2r 2 (U gl U ) =73 (1 Ui D),

t€N €N ’ ielN ieN

lo que prueba que HE(p(A)) > r‘Hff,.(A). Si & decae a cero obtenemos (5.26).

Sea ahora B un S¥-invariante tal que dimB > dim(B N 6). Esto supone que
> H¥(pi(B)Ngi(B)) < 3 H*pi(B).
i£J ieM
Asumir que 0 < H*(B) < +o0. Entonces, usando (5.26), tenemos

H*(B) = H*(S¥(B)) = 3" H*(pi(B)) > ¥ riH*(B) > H¥(B),  (5.27)
i€EM €M
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donde se ha aplicado que ¢ < s, la definicién de s, y el hecho de que la funcion de x
3 icm ¥ es decreciente. La contradiccién en (5.26) implica que el conjunto B tiene
H?-medida cero o infinito. O :

Para el caso particular de los conjuntos de Besicovitch-Eggleston A.(p,1 — p),
se demostré en 1967 [Smo 67] que la ¢—medida de Hausdorff es 0 6 oo para toda
funcién de dimensién ¢ céncava en un entorno del origen. Un resultado del tipo de
la proposicién 5.2.12 se ha encontrado para construcciones autoafines [Per 94].

Ahora la proposicién 5.2.12 se aplica a los invariantes que hemos considerado,
con t = s(p) y g(£) = 1 en el enunciado de la proposicién, y tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 5.2.13 Sea M finito o numerable, ¥ verificando OSC. Sea p € P*,
p # p.. Entonces, los siguientes conjuntos tienen medida de Hausdorff nula o
infinita en su dimension

i) Todo conjunto S¥—invariante para un sistema de semejanzas ¥ disconezo, t.e.
tal que © = 0. En particular, los conjunios Bp, B{,w) , ¥ Lp asociados a ¥ definidos
en (5.6), (5.9), y (5.11)-(5.12) respectivamente.

ii) Todos los conjuntos de Besicovitch Bp, y los conjuntos Ly, asociados a ¥, y
tales que dim(© N Bp) < s(p) -

iii) Todos los conjuntos finos de Besicovilch B[(,°°) , p € P, asociados a V.

Obsérvese que iii) es consecuencia de que los conjuntos B](;,°°) tienen la fuerte
propiedad de que B£,°°) N O = @ (ver la demostracién del ©-lema). De esta manera,
el resultado también se tiene para todo invariante que no interseca el solapamiento.
Obsérvese que el solapamiento ©* {con V') es él mismo un conjunto invariante. Se
puede tener By N ©* # B, pero para p € Pt es plausible pensar que los puntos de
B, N ©* no son los que estan dimensionando al conjunto Bp. Asi, el requerimiento
dimBp N © < s(p) seria superfluo.
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Destacamos el siguiente corolario, que puede tener interés en si mismo. Recordar
que un conjunto A tal que 0 < H*(A) < +oco se llama {—conjunto.

Corolario 5.2.14 Sea M finito o numerable. Para dim@® < t < s no eziste ningin
t—conjunto SV —invariante.

Puesto que dimy = inf{dimA : g(A) = 1} es claro que todo conjunto de u—
medida plena tal que dim(A) = dimy resulta de interés con objeto de caracterizar
la geometria de u. No obstante, no hay en general un conjunto minimal (e.g. en
la clase de los borelianos) sobre el que p esté concentrado. Excepto en el caso en
que p esté concentrada sobre un conjunto numerable, siempre se puede encontrar
un subconjunto propio de uno dado y de igual medida y dimensién. En el caso
de las medidas autosemejantes, se sabe del capitulo 8 (ver corolario 3.3.8) que pp
es singular respecto a H*(P), y por tanto existen conjuntos de medida #p—plena
y H*P)-medida de Hausdorff nula. A la vista de los resultados obtenidos, dicho
conjunto puede caracterizarse en términos de la ley del logaritmo iterado.

Sea X : M — IR la variable aleatoria definida mediante
X(2) =logp; — s(p)logr;, i € M,
y definir el conjunto
Np = {z(i) € B§® :ie MM, limsup, ((2kloglog k)"V25¥(i)) = d(p)
(5.28)
liminfy ((2kloglog k)~1/2SX (1)) = —d(p)},

donde d(p) esté definido en (3.58) y la notacidn que se usa es la de (3.27).

Teorema 5.2.15 Sea M finito. Sea p # p,, y pip € M* la medida autosemejante
asociada. Entonces el conjunto Ny, definido en (5.28) es un conjunto de pp—medida
plena, y con

dimNp = DimNp = s(p).
Ademds H*P)(Np) = 0 y P*P)(Np) = +co.
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demostracion:

Ponemos p para la medida up. Puesto que p(Bl()‘”)) = 1, el conjunto Np, tiene
también pg—medida uno (en particular no es vacio) como consecuencia de la ley del
logaritmo iterado, aplicada a la sucesién de variables aleatorias {SZ }4. Por lo tanto
dimNp > s(p). Como Ny C By se tiene que DimNy, < s(p).

Sea ¢y € Gn, donde Gy es la familia definida en (3.36). Para cada i, = 7~ 1(z) €
Ny se tiene

limsup ((2kloglog ¥)~Y25%(i,)) = d(p), (5.29)
k
de modo que la ¢,—densidad superior Eﬁ“, de i en x se escribe
5 : 5% (iz) ) :
d.(z) = exp{lim sup f.(r;, —_——al}, 5.30
@) = explimsup i) (i - o)) (5:30)

donde f. es la funcién definida en (3.49) y ¢ = ¢(p) dada en (3.37). Puesto que
d(p) > 0si p # p,, se sigue de (5.29), del lema 3.3.6 (i.e. f.(rix) ~ (2kloglog k)~1/2

si k — 00), y (5.30) que
a4y (z) = +o0

para todo 0 € a < d(p). Puesto que Ny, tiene p—medida positiva, el teorema de
densidad 3.2.3 implica que H*%*(Np) = 0 para 0 < o < d(p). Como H*P) < Héa
para todo & > 0 se sigue que H*P}(N,) = 0.

Procedemos de igual modo con la medida packing. Sea Gp la familia definida en
(4.51). Para todo z € Np, el cédigo i, = 7~ !(z) verifica
lim inf ((2k log log k)"V28X(1,) = —d(p). (5.31)

Usando el teorema 4.3.4 del capitulo 4 se tiene que

u)8% (z «(z) = exp(limin ry S (iz) a
ol (2) < (0) = expllimint (e D +a ). (532)

Usando (5.31), y el lema 3.3.6 de nuevo se tiene de (5.32)
8% (z) =0 (5.33)

para todo 0 £ a < d(p). Puesto que el conjunto Np tiene pg-medida positiva,
el teorema de Taylor—Tricot parte i) (ver 4.3) implica que P¥=(Np) = +oo para
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0 < a < d(p) (esto se demuestra en detalle en la prueba del teorema 3.3.1) para.
Puesto que P*®) > P¥= para todo & > 0 se tiene que P*P)(Np) = +o0. O

Nota 5.2.16 Notar que para la afirmacién de la proposicién 5.2.15 sobre la medida
de Hausdorff del conjunto Ny basta con que los codigos de Np cumplan

limsup ((2k loglog k)"*/2S¥ (i) = d(p),
k

pues éste conjunto mayor que Np también tiene medida H #(P) cero. Sin embargo, la
condicién sobre el limite inferior garantiza que el conjunto Np, tiene ademas psp)_
medida infinita.

El teorema 5.2.15 demuestra de hecho el siguiente

Corolario 5.2.17 Sea M finito. Sea p € P*, con p # p,, entonces

P*®)(Bp) = P*®)(BE)) = 4o0.

demostracién:

Ambos conjuntos contienen el conjunto de g—medida positiva Np, que tiene s(p)-
medida packing infinita, segin el teorema 5.2.15. O

Para obtener este dltimo resultado hubiera bastado probar que el conjunto By
contiene un conjunto de y-medida positiva con la s(p)-densidad inferior Q;(p) uni-
formemente acotada por encima sobre este subconjunto, como la siguiente proposicién,
simétrica a la proposicion 5.2.12, demuestra.

Proposicion 5.2.18 Sea M finito o numerable. Sea 0 < t < s, y ¥(§) = &'g(¢) €
F, con g no-creciente en algin intervalo (0,8,). Entonces P¥(B) =0 o P¥(B) =
400 para todo SU-invariante tal que Dim(B) > Dim(B N ©).
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demostracién:

La prueba es similar a la de la proposicién 5.2.12. Sea ¢ una semejanza de razén
de contraccién r < 1. En primer lugar mostramos que P¥(p(A)) > rtP¥(A) para
todo A C RM. Sea 0 < 6§ < §/r, y considerar un §—-packing de A, {B;}:;. Observar
que si € @(B;) N(B;) para i # j, entonces ¢~ '(z) € B;N B;. Por tanto {¢(B;)}:
es un ér—packing de ¢(A). Ademas se tiene

(@) N=r' 21 B:l'gr | B:)) 23| B[ gl Bi ) = 2 9( Bi ),

puesto que r < 1 y g es no—creciente en (0,8). Por tanto ph(p(A)) > ripf(A), de
modo que si & tiende a cero se tiene p¥(p(A)) > rip¥(A) para todo A C RY. De
esto se sigue que la medida packing verifica la desigualdad

PY(p(A)) 2 r*PY(A). (5.34)

Suponer ahora que 0 < P¥(B) < +oco para B tal que Dim(B N ©) < DimB
SU—invariante. Entonces, usando la propiedad demostrada arriba para cada ;, se
obtiene

P¥(B) = PY(|J wi(B)) = 3. P¥(¢i(B)) 2 3_ riP¥(B) > P¥(B),  (5.35)
teM €M ieM
puesto que la funcién ;o5 ¢ es decreciente en £ y toma el valor 1 en £ = s. La
contradiccién en (5.35) implica que de hecho P¥(B) =0 o P¥(B) = +c0. O

Nota 5.2.19 Observar que la hipétesis ¢» € F* en la proposicién 5.2.18 (en lugar
de la hipétesis sobre la forma de la funcién ¢) también demuestra que el invariante
B tiene P¥-medida cero o infinito. En este caso se tiene, en lugar de (5.34) la
desigualdad

P¥(p(A)) = %(r)P¥(A),
y para obtener la contradiccién en (5.35) se razona como sigue. Puesto que DimB <
s, existe t < s tal que limsup,_,(log ¥(£)/log€) < t. Asi, existe un entero ko tal
que para todo k > ko se tiene (U*) > (U*)* (recordar que U = max;em{r:}), y por
tanto fijado un k > ko se tiene

E’t[)(ri)> ZT;>1

ieM* ieMk
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Si ahora se aplica el razonamiento de (5.35) a B como invariante del sistema Uk se
tiene el resultado. Observar que la hipitesis ¢ € F* también puede sustituirse en
la proposicién 5.2.12 por la que alli se empled para conseguir el resultado relativo a
la medida de Hausdorff de los invariantes.

El siguiente corolario del teorema 5.2.18 es el simétrico al 5.2.14.

Corolario 5.2.20 Seec Dim® < t < 3. No existe ningin conjunto SV -invariante

con P'—medida finita y positiva en su dimensidn.

Los resultados obtenidos en esta seccién se aplican en particular al caso clasico

de los conjuntos de Besicovitch-Eggleston.

Corolario 5.2.21 Sea (po, .- -,Pm-1) € P*. El conjunto de Besicovitch-Eggleston
Am(Po,- - - »Pm—1) definido en (5.2), tiene las siguientes propiedades de medida

i) H*®)( A (po, ... Pm_1)) =0 6 +o00

11) Ps(p)(Am(pU's R ,pm—l)) = 400,

donde s(p) = — .7,  pilogp;/logm es la dimension Hausdorff y packing del con-
junto Am(pg, e spm—l)'

demostracion:

En el caso de los conjuntos de Besicovitch-Eggleston el conjunto de solapamiento
© esta formado por m—1 puntos, y entonces el conjunto ©* es numerable. Por tanto
dim® = 0, y la parte ii) del corolario 5.2.13 implica que la medida de Hausdorff
de los conjuntos de Besicovitch-Eggleston es cero o infinito. La afirmacién ii) es

consecuencia directa del corolario 5.2.17. O
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5.3 Otros conjuntos definidos frecuencialmente.
La dimensién de Hausdorff-Billingsley.

En esta seccién estudiamos propiedades de dimensién y medida de algunos subcon-
juntos de E formados por puntos z que estin definidos mediante propiedades fre-
cuenciales de alguno(s) c6digo(s) de #~!(z) de modo natural. A diferencia de los de
la secci6én anterior, los conjuntos que aqui se consideran no tienen porqué concentrar
la medida autosemejante. De hecho €l punto de vista es mas el contrario; se definen
subconjuntos de E mediante propiedades frecuenciales, y se considera una medida
autosemejante que resulte 1til para encontrar la dimensién del conjunto. Esta es
una técnica estandar en teoria geométrica de la medida. Alguno de los conjuntos que
se consideran estd inspirado en el trabajo de Billingsley [Bil 60, Bil 61], y se usaran

algunas de sus ideas. Durante esta seccién consideraremos M = {1,2,...,m}.

Sea p € P*. Consideramos en primer lugar el siguiente subconjunto de E
Rp = {x(i):ie M™, | &(i, k) — p: |= O(k™"), para todo i € M} (5.36)

(se usa la notacién O(-) de Landau para indicar que existe una constante C tal
que | &(i, k) — pi |< Ck™! para todo k € IN). Tales conjuntos fueron considerados
por Billingsley en el espacio de cédigos. Claramente se tiene que Rp C Bp y por
tanto dimR, < s(p). Puesto que el conjunto Ry es mucho més pequefio que el
conjunto de Besicovitch Bp, una cuestién primera es saber si la pp-medida de Ry
decae respecto a la de Bp, donde gy, es la medida autosemejante en E asociada al
vector p. Considerar el conjunto

Rp = {i € MY :| §(i,k) — p; |= O(k™"), para todoi € M} C M™. (5.37)

La ley del logaritmo iterado permite demostrar que el conjunto Rp, tiene vp—medida
nula. Eso permite demostrar que Rp tiene pp-medida nula.

Lema 5.3.1 Sea p € Pt, y pip la medida autosemejante asociada. Entonces

FP(RP) = 01

donde Ry es el conjunto definido en (5.36).
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demostracién:

Las ideas en el espacio de cédigos son las de [Bil 60]. Considerar el conjunto

loglog k&

1/2
Lo={ie MY &(i,k)—p|= o(( . _) ), para todo i € M}.

La notacién con “o” pequefia quiere decir que, para cada t € M

G R =
koo (k=1 loglog k)2~

y por tanto
k| &i(i k) —pi |
lim =0.
k—oo ~hloglog k)i

La ley del logaritmo iterado aplicade a la sucesiones de variables aleatorias {53

(con A; la variable centrada indicadora de i, ver definicién en (5.14)), implica
entonces que el conjunto £, tiene vp—medida nula ver (5.16)-(5.17). Claramente
Rp C Lp, lo que prueba que vp(Rp) = 0. Esto no basta para probar que el con-
junto Rp tiene y—medida cero, puesto que #~*(Rp) D Rp. Sin embargo, el ©-lemma
prueba que

pp(Rp) = Vp(""_l(Rp \ @7)) < vp(Rp) =10, (5.38)

y también el lema. O

Por lo tanto, el conjunto Rp es de gp—medida nula, y puede suceder que también
la medida geométrica decaiga. De hecho, la dificultad estd ahora, antes que en
encontrar la medida de Rp en dimensién s(p), en encontrar una cota inferior para
la dimensién. Ello se debe a que los métodos de densidad empleados hasta ahora en
esta memoria (y en la literatura) requieren siempre conjuntos con medida positiva
para la obtencién de cotas inferiores de la dimensién de Hausdorff (ver capitulos 3 y
4). Sin embargo, esta exigencia se puede debilitar usando el concepto de dimensién
de Hausdorfl que Billingsley introdujo en [Bil 60], y que definimos a continuacién.

Sea v la medida producto en MN asociada a p € P*. Sea {Z;};en €l proceso
independiente bajo ¥ en M (de Bernouilli) dado por Z;(i) = i; parai = (i1i...) €
MY, Sea A C MY, y § > 0 se dice que una coleccién finita o numerable U de
cilindros es un (¥, §)-recubrimiento de A si »(u) < 6§ paratodoun € U,y A C U en U
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Para ¢ > 0 se define la medida de Hausdorff-Billingsley t-dimensional de A (asociada
a la medida v y al proceso {Z;};) mediante

ht(A) = alsi—l»r{l) inf{ Zu v(u)* : U es un(v, §) — recubrimiento de A}, (5.39)
ue

y la dimensién de Hausdor[f-Billingsley de A estd dada por
dim, A = sup{t : h{(A) = +oo} = inf{t : k}(A) = 0}. (5.40)

E! ndmero dim,A depende del proceso también, pero como permanecera fijo en
nuestra discusién sélo destacamos la dependencia en la medida v. Se demuestra en
[Bil 60] que la expresién detras del lims_o en (5.39) (que se denota por A,(A,))
es una medida exterior, que el nimero definido en (5.40) tiene sentido, y que 0 <
dim, < 1 (si todo i € MY tiene v—medida cero).

Aungue vp(Rp) = 0, Billingsley [Bil 60] demostré usando técnicas combinatorias
que
dim,,(Rp) = 1. (5.41)

Asi que ‘si se considera el conjunto donde &(i,k) — p; a cierta tasa y luego se
aumenta la tasa, la medida del conjunto se hace 0 mucho antes de que la dimension

decaiga por debajo de 1°.

Se tiene que dim,A = 1 si #(A4) > 0, mientras que desde luego la implicacién
contraria no es cierta. Nuestro objetivo es demostrar que la hipdtesis, mas débil
que v(A) > 0, de que un conjunto tiene dimensién de Hausdorff-Billingsley 1 basta
para obtener informacién sobre la dimensién geométrica de su proyeccién por 7.
Sin embargo, serd necesario que el hecho de que un conjunto A en el espacio de
codigos tenga dimensién de Hausdorff-Billingsley plena no se deba a la contribucién
del solapamiento. Se demostré en el ©-lema que vp(7~1(0)) = 0 para p € P*, y
se puede pensar que también se tiene el resultado mas fuerte de que la dimensién
de Hausdorff-Billingsley de 7~1(©) es estrictamente menor que uno. Ello tendria la
importante consecuencia de que si dim, A = 1 entonces también dim, (A\7r~1(0*)) =
1. Del lema 2.2.4 se sabe que ©* C 7(E), y entonces n~1(0*) C =, donde = es el
conjunto definido en (5.42). Por tanto, si se tiene en general que dim, = < 1, entonces
se tiene también que dim, 7 1(©*) < 1. Este sin embargo no es el caso. Se sabe del
lema 2.2.4 que ¥(Z) = 0. Puede pensarse de esto que el conjunto = (y por tanto
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que el conjunto x~1(©*)) contenido en = es ‘pequefio’. La dimension de Hausdorff-
Billingsley precisamente matiza el hecho de que el conjunto = sea improbable (i.e.
de v-medida nula). En este caso, se puede probar que el conjunto = es improbable,
pero ‘no demasiado’, es decir, tiene dimensién de Hausdorfi-Billingsley dim,, plena
para todo p € P*. Demostramos en el siguiente teorema que la dimensién de =
es uno cuando ¥ = v, i.e. el vector de probabilidad es p = p,. El caso general se

prueba con ideas similares.

Observar que = se puede escribir como

== |J AQ), (5.42)

JjeM

donde
A()=1{ie MY (i) = 0}. (5.43)

Teorema 5.3.2 Sea p. = (r?:i € M) € P*. Sea = C M™ el conjunto definido en
(5.42), entonces
dim,,= =1, (5.44)

donde v, es la medida producto en M™ asociada a p,.

demostracion:

Sea j € M*, y considerar el conjunto A(j) definido en (5.43). Definir el subcon-
junto de vectores de probabilidad de R™" dado por

Sj={C=(Ci=i€Mk)€R’"k= Y G=1,¢{=0,y>0parai#j}

ieM*

Si se considera, para cada k y para cada i € MW, el vector de frecuencias
8(i, k) = (&i(i; k) : 1€ M™),

el conjunto A(j) se puede expresar como

AG) = {i e MY : Jim d(8(i,k), ) = 0},
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donde d(-,-) denota distancia euclidea en R™.

Considerar ahora el vector de probabilidad p,(k) = (rf : 1 € M*). Se demostré
en el capitulo 4 (ver la seccién 4.2) que la medida producto asociada a p,(k) es la
medida v,. En realidad se probé alli que esto sucede para la medida p, como medida
invariante para el operador de Hutchinson, pero como g, y #, son ‘isomorfas’ (i.e.
sus espacios de medida), y el isomorfismo de espacios de medida es una relacién
de equivalencia, el resultado se tiene tanbién para la medida v,. Si se considera
el vector p,(k) y la medida inducida v,, y se expresa A(j) como arriba se tiene el
siguiente resultado, que Billingsley demostré en [Bil 61]

Yililog(

dim,, A(j) = sup =S==———. 5.45
) Cegi YiCilogr? (5.45)

Para ¢ € IN a.rBitra.rio, y vectores de probabilidad de R? { = ({;:2=1,...,q)
yp=(pi:i=1,...,q) cualesquiera, se tiene la desigualdad

Z?:l C!' ].Og Ci <~ 1
Eg:l gi lOg Pi -

(5.46)

Esto puede justificarse de la siguiente manera. Suponer que el cociente es mayor
estrictamente que 1. Ello equivale a que 31, (ilog((i/p:) > 0. Pero esta tltima
expresién es la informacién de Leibler-Kullback [Bil 60} o la entropia relativa de
¢ respecto de p, que es siempre no-negativa [Ren 70]. Por tanto se tiene (5.46).
Observar que si se pone en (5.46) ¢ = m* y cada (; como (; = r{ para cada i € M*,
el cociente toma el valor 1, pero esta eleccién de ¢ no esta en S;. Para evaluar el
supremo en (5.45) consideramos el vector de probabilidad ¢, € Sj definido por

> =1, (5.47)
ie M*
1#]

donde t = #(j). Puesto que Z i <1,ylafuncién Y  r¥, es decreciente
ie M* ie M*
i #] i#]

en X, se tiene que t < s.



150 5. ANALISIS FRECUENCIAL EN CONJUNTOS AUTOSEMEJANTES

Ahora, el cociente en (5.45) se puede expresar como

t Xigj Gilog §;
s iz Gilogr}

de modo que el supremo

215 Ci Iog i
sup — = —>——
Ces; Ligj Gilogrj

se alcanza para (g y toma el valor 1 (ver (5.46)). De aqui se obtiene en (5.45)
, ot
dim,, A(j) = % <1, (5.48)

donde t(j) es el valor real definido en (5.47), y j € M arbitrario.

Podria pensarse que, puesto que dim,, A(j) < 1 para todo j € M", se tiene
dim= < 1. Esto no es cierto, ya que cuando la longitud de la secuencia omitida j ‘
tiende a infinito, el valor £(j) se aproxima a s y por tanto la dimensién de Hausdorft-
Billingsley del conjunto Aj estd arbitrariamente proxima a 1. A continuacién se
precisa esta idea. Fijar un cddigo j € MW cualquiera. Considerar £ € IN, y sea

t = t{k) tal que
2 =1

ie M*
i#3(k)
Puesto que
o= X rhAri=14rin = 2 i+ rie
ieM* ic Mk ieM*
i#j(k)
se tiene
Z Tf - Z T'it < T}(k)- (549)
ieM*k ieM*
Por tanto, si k se toma suficientemente grande, rj) > 0 es arbitrariamente pequerio,
v por tanto ¢ = t(k) esta arbitrariamente préximo a s (de (5.49) y de la continuidad
de la funcién inversa de Fjeps r¥)- Por lo tanto, tomando k suficientemente grande,
el conjunto A(j(k)) tiene dimensién arbitrariamente préxima a 1, y entonces
dim= = sup dimA(j) =1,
jeM:

lo que demuestra el teorema. O
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Nota 5.3.3 Observar que el argumento de continuidad del teorema puede utilizarse
para demostrar que

dim,,= =1

para todo p € P*. A continuacién se esboza la extension del argumento del teorema
5.3.2 para p € Pt arbitrario. Sea j € M™ arbitrario, y considerar A(j(k)) como en
(5.43). Considerar p* = (p; : i € MP*) y la medida producto inducida en M™ que,
razonando como antes, coincide con vp. Entonces la férmula de Billingsley (5.45)
dice ahora . G log ¢

. . o _ ibi i

dim,p, A(j(k)) := s(¢) = C2§§k)m <1

donde Sj) estd definido como antes. Si se pone { = p en la igualdad anterior se
tiene s(p) = 1, pero p &€ Sjx). Sin embargo, si se toma toma & suficientemente
grande, de modo que pjy esté préximo a 0, un argumento de continuidad muestra
que existe { € Sju) tal que la diferencia s(p) — € es arbitrariamente pequeiia, y
por tanto la dimension de A(j(k)) respecto a vp estd arbitrariamente préxima a 1.

Puesto que para cada k € N dim,,= > dim,, A(j(k)), se tiene que dim,,= = 1.

El siguiente teorema, debilita las hipétesis del corolario 3.2.9. Como se explicé en
la nota 3.2.10, la literatura obtiene las estimaciones de dimensién de los subconjuntos
geométricos RY distribuyendo una masa en IRY de modo que el conjunto que se
estudia tenga medida positiva. Si después se demuestra que la densidad logaritmica
(adecuada) toma un valor uniforme sobre los puntos del conjunto, entonces se tienen
resultados de dimensién del conjunto. Estos son los teoremas de densidad que se
demostraron en la seccién 3.3. Si el conjunto que se considera no tiene medida
positiva, para alguna medida de la que se dispone en el cc;ntexto, no hay técnicas
estandar para atacar el problema de estimar su dimensién por debajo. El siguiente
teorema proporciona un camino para estimar la dimensién cuando el conjunto tiene
medida nula. Esta idea no se ha explotado atin en la literatura del area, pero nuestra
opinién es que puede resultar ciertamente ttil si se consigue manipular la dimensién
de Hausdorfi-Billingsley. Nos permitira obtener la dimensién del conjunto de pp-
medida nula Ry, definido en (5.36).

Teorema 5.3.4 Sea v una medida producto en M™, y A C M™
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i) Si
<49 paratodo i€ A,
entonces dim(w(A)) < 4.
it) Si
lim inf 128 ¥((K))
k—oo  log Ty

y ademds dim, A\ 77'(©*) = 1, entonces dim(r(A)) > B.

> B paratodo i€ A,

7 es la proyeccion definida en (1.14).

demostracion:

1) Sea t > <, para todo i € A se tiene

Por tanto la t-densidad superior sobre cilindros definida en (3.10) verifica, para todo
z € n(A)
d,(z) 21,

y el teorema de densidad 3.2.3 implica entonces que dim(r(A)) < ¢. Puesto que
t > v es arbitrario se tiene dim(x(A)) < ~. '

i1) Sea t < 1, existe un & tal que todo (v, §)-recubrimiento {u;}; de A\x~1(©%),
con § < &, verifica

3 vt (u;) > 0. (5.50)

2
Ello es posible gracias a que la dimensién de A\ 7~1(©*) es 1. Sea D = 7(A) \ 0.
Basta demostrar que dimD > 8. Puesto que D & 7~ YD) = A\ 71(0"*) se tiene
que dim, D=1y qﬁ.e
liminf log v(i(k)) > B
log rj()
para todo i € D. Sea ¢ < 8, y considerar, para cada n € IN el conjunto

(5.51)

D,={ieD:v(i(k) < rf(k) para todo k > n},
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de modo que {D,}, es una sucesion creciente a D. Puesto que

dim, D = sup dim,D,,
neN

(esto se prueba en [Bil 60]), existe ng tal que dim, D, > ¢ para todo n > n,.

Sea un n > no. Sea 0 < 7 < min{u®, "¢}, y considerar un 5-recubrimiento {B;};
por bolas de n(D,). Considerar, para cada 2, el conjunto de cilindros geométricos
G(B;) definido en (3.11), i.e.

G(B;) = {Fixy : 1 € MY, Fyyy N B; # 0,5y <| B |, pero rie—y) >| B; |}

Observar que
v(i(k)) < iy <| Bi [f<n* < 6

para todo cilindro i(k) tal que Fxy € G(B;) para algiin ¢. Puesto que 7(D,)NO" = §,
¥ Ui Uueg(s;) 7(u) es un p-recubrimiento de 7(D,) mediante cilindros geométricos,
se tiene que U = ; Uyec(s;) 1 es un (v, §)-recubrimiento de Dy,. Como ry < 7 < u®
para todo cilindro u € U, y por tanto u = i(k) con k£ > n para algin i € D,, se
tiene r§ > v(u) para todo u € Y. Usando el lema 3.2.1 se obtiene

S| B 2 ¢ 'Y rE> ¢ > v(u) >0, (5.52)
H ueld ueld

donde q es la constante en el lema 3.2.1, y la ultima desigualdad es consecuencia

de (5.50). Por tanto (5.52) implica que dimn(D,) > £t. Si n — oo se tiene que

dim(D) > £. Puesto que £ < B es arbitrario se sigue que dim(D) > §, y por tanto

que dimr(A) > 4. O

Nota 5.3.5 Lo que subyace tras el teorema 5.3.4 i) es que un recubrimiento de A
en el espacio de cédigos siempre proporciona un recubrimiento de 7(A) en el espacio
geométrico F. Sin embargo, la cota inferior (parte ii)) tiene mayor dificultad, y
requiere la hipétesis de que dimA \ 7~1(©*) = 1, debido al solapamiento que se
produce en el espacio geométrico. Ello se debe a que recubrimientos muy ‘eficaces’
de A en el espacio de cédigos no tienen que proyectar en general en recubrimientos
eficaces de 7(A). La hipétesis de que la dimensién de Hausdorff-Billingsley de A

sea 1 no basta para asegurar que la de A \ #~'{0*) también lo es.
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Una aplicacién directa del teorema 5.3.4 proporciona el siguiente

Corolario 5.3.6 Sea p € P* y vp la medide producto asociada a p en MY,
Suponer dim,7~1(0©) < 1, entonces dimRp, = DimRp = s(p), donde Ry es el
conjunto definido en (5.36).

demostracion:

Como Ry C Bp sdlo hay que mostrar que
dimRyp > s(p). (5.53)
Sea el conjunto
Rp={ie MY :| &(1,k) — pi |= O(k™")}
Del resultado de Billingsley (5.41) se tiene que dim, Rp = 1. Puesto que dim,7~1(0) <
1, se tiene también dim, Ry, \ #71(©) = 1. El teorema 5.3.4 ii) con A = R, implica

(5.53), ya que , -
o8 GE) |

¥ Sogrer—

para todo i € Rp. O

El corolario anterior se tiene directamente para sistemas de semejanzas ¥ con
solapamiento vacio, y para autosemejantes como el tapiz de Sierpinski, para los
que se sabe que 7~1(0) es numerable (y por tanto dim,x~'(@) = 0, ver [Bil 60]).
Observar que no basta con que © sea numerable. No obstante, parece plausible que
en el caso del conjunto Ry, se tenga dim,Rp = dim,(Rp \ ©) para toda p € P*.

A continuacién consideramos un conjunto definido frecuencialmente, pero a difer-
encia de los anteriores sus elementos no estin caracterizado por propiedades asintéticas
de las frecuencias &;(-), sino que guardan ‘memoria’ de todas las frecuencias &;(-, k),
k € IN. En concreto, sea ¥ € S(N,2) formado por dos semejanzas g, con fac-
tores de contraccién 1 > ro > r; > 0, y verificando la condicién de abierto. Sea Q2

el conjunto

Q={ie MV :8(, k) > 6, k) paratodok € IN}, (5.54)
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y considerar el problema de encontrar la dimensién de Hausdorff del conjunto =(£2) C
RN,

Utilizaremos las medidas autosemejantes y el teorema 5.3.4 para demostrar el

Teorema 5.3.7 Sea ) definido en (5.54), entonces
dim{7(2)) = s = Dim(x(£2)),

donde s esta dado porri+ri=1.

demostracion:

Sea 1/2 < p < 1, y sea v, la medida producto en {0,1}™ asociada al vector
(p,1 — p). Resultados sobre paseos aleatorios muestran que v;/3(2) = 0 (ver por
ejemplo [Fel 68]). Técnicas de probabilidad relacionadas con funciones generatrices
demuestran ademas que la v,~medida del conjunto £ es positiva si 1/2 < p < 1
[Fel 68].

Sea p > 1/2, y considerar el conjunto N By, donde B, es el conjunto de Besicovitch
en el espacio de cédigos asociado al vector (p,1 — p). Puesto que v,(B,N§) > 0, en
particular '

dim,, (2N B,)\77(0)) =1,

debido al é—lema,. Por otra parte se tiene

lim & : ;’ =1 & _’i; g: _J;:
k—oo  log Ti(k) plogro + (1 — p)logr,

= s(p), (5.55)

para todo i € 2N B,. Por lo tanto el teorema 5.3.4 parte ii) implica que
dimz(Q) > dim(x(Q N B,)) > s(p).

Como p > 1/2 es arbitrario, si se considera en particular €l vector de probabilidad
(r$,73) (observar que p =r§ > 1/2), se tiene que

dim#(Q) > s(rd) = s. (5.56)

Puesto que s es la dimensién packing del autosemejante E asociado a ¥,y 7(2) C E,
se sigue que Dimn(Q}) < s, y el resultado. O
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Nota 5.3.8 Una técnica alternativa, inspirada en [Bil 60], también proporciona la
cota superior para la dimensién packing en el teorema anterior. Puesto que la cota
inferior coincide con la dimensién del autosemejante eso ahorra el trabajo para la
estimacién superior. Sin embargo, creemos que las ideas que se presentan debajo
pueden aplicarse en otras situaciones, e.g. cuando la estimacién inferior no da la
dimensién ‘tope’, y por ello las sefialamos. Considerar el subconjunto de IR? definido
por $ = {(p,1 —p): 1/2 < p < 1}. Entonces

d((b(i, k), (1, 5)),5) =0

paratodoi € Q. Por lo tanto,para todo z = (i) € 7(f2) existe un cédigo i, € 7~1(z)

tal que
i (k
]_im sup I_O_E_V(i(-_)l S sup g(p)_ (5.57)
k—oo  1OETi, (k) (p1-p)ES

El problema de optimizacién sup(,;_,)es $(p) es equivalente al problema convexo

foax s(p),

que, por el teorema de Weierstrass, tiene solucién. Esta se encuentra sin dificultad

con un poco de cilculo, y viene dada por p = r. Por lo tanto, de (5.57) se sigue
D (z) < s(rg) = s,

donde D,(z) es la densidad logaritmica superior de la medida y en =

- ! F;
D,(z) =, inf limsup Og—p('ﬂfﬁ.
ien-1(z) k—oo —lOBTIES

Por tanto Dim) < s, y se consigue la cota superior.



Capitulo 6

Conclusiones

En esta memoria se han presentado diversos resultados sobre la geometria de los
conjuntos y medidas autosemejantes. El papel que tales conjuntos, desde principios
de los afios ochenta, y de tales medidas, desde finales de los ochenta y primeros de
los noventa, estin jugado en la moderna teoria geométrica de la medida, es esencial.
Sean dirigidas determinista o estocésticamente, las construcciones autosemejantes
componen la imagen paradigmaética de los hoy dia tan ubicuos fenémenos fractales.
En este breve capitulo final apuntamos algunas observaciones referentes a los re-
sultados que se han expuesto en esta memoria, y que a nuestro juicio, ilustran la -
investigacién que hemos llevado a cabo. El capitulo en modo alguno pretende ser
exhaustivo, ni recoger de nuevo toda la informacion que se presenté en el preambulo
de esta memoria. Asimismo, nuestro interés también consiste en destacar parte de

la investigacién que abre nuestro trabajo.

Los capitulos 2, 3, y 4 se han dedicado al estudio de la estructura probabilista,
dindmica y geométrica de la familia de medidas autosemejantes pp € M generadas
por sistemas de semejanzas que verifican la condicién de abierto.

El resultado central del capitulo 2 (el ©-lema) afirma que, también cuando hay
solapamiento no trivial, el espacio de medida (E, pip) s isomorfo al espacio de Can-
tor abstracto dotado de la medida producto vp = [[5° p. Cuando las construcciones
autosemejantes son disjuntas, sus propiedades topoldgicas son las de un conjunto de
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Cantor. Cuando la construccién es no disjunta pero verifica condicién de abierto,
se pierde esta equivalencia topoldgica pero hemos demostrado que se mantiene la
equivalencia como espacio de medida, de modo que puede decirse que todos los es-
pacios de medida (E, up) son ‘esencialmente’ el mismo cuando se tiene la condicion
de abierto. Este resultado nos permite resolver el problema planteado por C. Bandt
sobre la singularidad mutua de medidas autosemejantes bajo condicién de abierto:
dos medidas autosemejantes tales son mutuamente singulares.

El ©-lema permite también obtener una férmula para la dimensién de la medida pp
en términos de la entropia de Kolmogorov-Sinali, y de los exponentes caracteristicos
de Liapunov asociados a la dindmica de una aplicacién shift definida en el conjunto
autosemejante E (ver seccién 2.3). Dichas dindmicas, por otra parte, han servido
de ejemplo clésico de laboratorio de las dindmicas cadticas. Férmulas como la que
se obtiene en el corolario 2.3.8, en el espiritu de otras férmulas clasicas en la Liter-
atura, arrojan una valiosa informacién acerca de cémo intervienen las magnitudes
ergédicas (entropia y exponentes de Liapunov), que miden la estocasticidad del pro-
ceso dindmico que subyace, en la geometria de la dindmica cuando se representa
en un espacio métrico. Observar que hay muchas formas de proyectar el shift de
Bernouilli de m cédigos en un espacio ambiente RY. Como la entropia de la me-
dida producto vp es invariante bajo isomorfismos de transfomaciones invariantes,
no arroja informacién ninguna acerca de la geometria de pp. Es el ‘exponente de
Liapunov’ del sistema (ver nota 2.3.9), i.e. el sistema de semejanzas ¥ finalmente, el
que ‘gradua’ geométricamente (y de manera diferente en general para cada proceso
proyeccion) el contenido de incertidumbre probabilista en la evolucién del shift de
Bernouilli (que es comin a todos los procesos).

Es nuestra opinién que el ©-lema resolvera total o parcialmente algunos de los
problemas abiertos en la literatura referentes a construcciones donde se produce
solapamiento no trivial [EM 92, Fal 94].

Las secciones 3.3 y 4.3 en los capitulos 3 y 4 respectivamente muestran una
propiedad mas de ‘dualidad’ entre las medidas de Hausdorff y las medidas packing.
En concreto, se ha demostrado que la medida autosemejante pp es singular respecto
a la medida de Hausdorff en su dimensién, H*(P); mientras que es continua respecto
a la medida packing P*P). Diversos resultados de la literatura del area profundizan
en la comprensién de la medida y dimensién packing buscando las diferencias y
analogias que tiene con la medida y dimensién de Hausdorff. El resultado que
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hemos obtenido exhibe una divergencia no-trivial entre ambos conceptos en lo que

a su comportamiento respecto a las medidas autosemejantes se refiere.

La geometria autosemejante de sistemas infinitos es uno los objetivos prioritarios
de la investigacién actual en el 4rea. Este interés se justifica facilmente, si se consid-
eran las relevantes diferencias que la teoria de los sistemas infinitos de semejanzas
tiene con respecto al caso finito, entre ellas el resultado de ‘aproximacién’ en medida
para abiertos acotados de RV (ver [Mor i]) y que muestra la flexibilidad de estas
construcciones. Muchas propiedades del caso finito estin abiertas o por reformular
en el caso numerable, con el interés afadido de que las ideas del caso finito son
insuficientes para abordar el caso general. En la seccién 4.2 hemos demostrado que
la férmula de dimensién del caso finito se extiende de modo natural al caso infinito.
Para ello ha sido necesario disefiar la técnica de ‘bola viajera’ introducida en el
capitulo 4. Es seguro que esta novedosa técnica sera de utilidad en otros problemas
y construcciones de teoria geométrica de la medida, donde se requiere una traduccion
del comportamiento de una medida arbitraria sobre bolas al comportamiento de la

misma sobre compactos asociados naturalmente a la construccion.

El capitulo 5 centra el interés en las propiedades de medida y dimensién de sub-
conjuntos del autosemejante E. Como se explicé en los preliminares del capitulo 5,
desde principios de los ochenta la geometria autosemejante sélo ha prestado atencién
a las propiedades del autosemejante E, prescidiendo del estudio de propiedades de
subconjuntos de E relevantes. Nuestra opinién es que la estructura de probabilidad
de que dotan las medidas autosemejantes up € M al compacto E es esencial para
comprender el fenémeno de la autosemejanza. Los conjuntos autosemejantes tienen
una naturaleza intrinsecamente probabilista. Esa ha sido la perspectiva bajo la que
se les ha considerado en esta memoria, y especialmente en el capitulo 5.

De hecho, esta perspectiva probabilista de la autosemejanza surge de modo natural
tanto si se consideran las medidas pp como los conjuntos E (de nuevo asoma la
dualidad medida—conjunto que hemos ilustrado en la memoria). Por una parte, las
medidas gy estdn siempre asociadas a los conjuntos que ‘representan’ toda la masa
de 1a medida, que tienen una definicién probabilista natural en términos de las fre-
cuencias asintdticas de las semejanzas que intervienen en su génesis mediante la
proyeccién 7. El hecho de que tales conjuntos se caractericen mediante propiedades
asintoticas los convierte en S¥—-invariantes, i.e. en autosemejantes (ver capitulo 5).
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Por otra parte, como se explicé en la seccién 5.1, si se parte del compacto £ y uno
se pregunta por los puntos tipicos (respecto a la medida up) del conjunto E, surge
el concepto natural de los conjuntos que hemos definido en esta memoria como con-
juntos de Besicovitch Bp, que concentran la medida pp y son S¥-invariantes. En
cualquiera de los dos sentidos, el fenémeno de la autosemejanza parece vinculado
a los conjuntos SW¥—invariantes de up-medida plena (para algin p). Esto sugiere
eliminar la restriccion de la compacidad al considerar los conjuntos autosemejantes,

como hemos hecho en la seccién 5.2.

En nuestro trabajo hemos demostrado que existe una caracterizacién frecuencial
de los puntos tipicos de E respecto a la medida de Hausdorff H* (recordar que
s = dimFE). M4s atn, dicha caracterizacién ha supuesto una generalizacién de la
idea clésica de normalidad de Borel para los puntos del intervalo al contexto de los
conjuntos autosemejantes. En concreto, hemos demostrado que si se selecciona un
punto al azar en E, con respecto a la medida de probabilidad g, = (H*(E))™ H*(-),
se tiene que la frecuencia asintética del digito ¢ € M en el cédigo que genera dicho
punto estd dada por rf con u,—probabilidad uno.

Aungque la relevancia histérica de los conjuntos de Besicovitch es obvia, se debe
mencionar especialmente entre la coleccién exhibida de los S¥-invariantes de pp-
medida plena al conjunto fino de Besicovitch Bé,°°), o como también se han llamado
aqui el conjunto de puntos super-normales de la medida pup,/del conjunto E. Hemos
encontrado su dimensién Hausdorff y packing (que coinciden), y hemos demostrado
que la medida packing en su dimensién es infinito, mientras que la medida de Haus-
dorfl es nula o infinito. Tales conjuntos no parecen haber sido considerados hasta
hoy dia en la literatura, y sin embargo tienen propiedades de regularidad estadistica
que los convierte en candidatos mucho mds idéneos que los conjuntos gruesos de
Besicovitch para representar a la medida pp. Recordar que, como se demostré en
el @-lema, el conjunto B;()w) no interseca el conjunto de solapamiento ©*, lo que ha
facilitado el desarrollo de muchos razonamientos.

El problema de encontrar la medida de Hausdorff exacta de los conjuntos de
Besicovitch, y en particular de los conjuntos de Besicovitch-Eggleston, permanece
abierto. Puede considerase tal problema, en el contexto de los conjuntos de Besicovitch—
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Eggleston, como ‘cldsico’ en teoria geométrica de la medida. Encontrar la medida
de Hausdorff del conjunto (mucho més pequefio) B;()°°) también queda por resolver.
Tenemos razones para pensar que ambos conjuntos tienen la misma medida H s(p),
y éste es otro problema que se ha de resolver en el futuro. A nuestro juicio, todas
estas cuestiones estin relacionadas con propiedades profundas de leyes limite fuerte
en teoria de probabilidad. En particular, encontrar la igualdad entre el conjunto
B§,°°’ y el conjunto de cédigos que cumplen una propiedad adecuada de tipo ‘logar-
itmo iterado’ podria resolver los problemas mencionados. Manuel Moran ha probado

algunos resultados recientemente en esta direccién [Mor iv].

Mientras que el problema de la geometria de las medidas autosemejantes queda
en cierto sentido cerrado en nuestro trabajo, no sucede asi con la geometria fre-
cuencial de E del capitulo 5. Es claro que hay muchas cuestiones interesantes por
estudiar en el analisis frecuencial de los conjuntos autosemejantes. El profesor Pertti
Mattila, por ejemplo, sugiri6 el problema de encontrar la dimensién de los subcon-
juntos de E que se obtienen fijando sélo alguna de las frecuencias asintdticas &;(i),
ie. By = {x(i): &(i) = pi,i € M; C M}. También se pueden considerar los conjun-
tos més amplios Bp = {x(i) : imsup,_,., &(i, k) = pi,¢ € M}, que H.G. Eggleston
consideré en un contexto de teoria de niimeros.

Extender las definiciones y resultados en esta memoria sobre los conjuntos de Besi-
covitch y otros conjuntos de tipo frecuencial al contexto de medidas asociadas a
procesos estocisticos més generales, e.g. markovianos [BEH 89], es otro problema
natural motivado por nuestro trabajo. En tal caso, la referencia de Billingsley
[Bil 60, Bil 61] resulta imprescindible, que desarrolla un trabajo esencial precisa-
mente en ese contexto.

Se puede dar una definicién natural para los conjuntos de Besicovitch en el con-
texto de construcciones de Moran [EM 92] o de construcciones dirigidas por grafos
[MW 88], que no necesitan estar ‘especificadas’ por semejanzas. Todo el programa
de anilisis frecuencial arriba propuesto estd abierto en este tipo de construciones.

Nos gustarfa cerrar esta memoria con dos observaciones finales acerca de la dis-
cusién del predmbulo sobre la interaccién entre probabilidad y teoria geométrica de
la medida. Destacar, por una parte, la contribucién esencial de las técnicas de proba-
bilidad a nuestro trabajo: desde luego en la aplicacién de leyes de limite fuerte como
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la potente ley del logaritmo iterado; pero también (de manera menos obvia) en la
técnica de ‘travelling ball’ , por otra parte de inspiracién puramente geométrica. En
segundo lugar, insistir en que el inspirado trabajo de Billingsley propone un punto
de partida para que la dimensién de Hausdorff desempeiie un papel relevante en
probabilidad, como muesira el siguiente ejemplo. Considerar la familia de procesos
estocdsticos que consisten en el lanzamiento repetido de una moneda con probabili-
dad de cara p > 1/2. Si se hace la identificacion usual del espacio de probabilidad
del proceso {0,1}™ con el intervalo unidad, se tiene del teorema 5.3.7 que el suceso £
que consiste en haber obtenido en todo momento mayor niimero de caras que cruces
tiene dimensién 1 y v,—probabilidad positiva de ocurrir si p > 1/2 (ver seccién 5.3
para las definiciones). En el caso de la moneda ‘justa’ la medida del suceso ) es
nula, pero la dimensién sigue siendo 1, lo que se corresponde con que el hecho de que
la, vy /;-medida de €2 sea nula es poco robusto frente a la familia de estos procesos,

i.e. en términos practicos, el suceso § ocurre ‘ficilmente’ incluso para una moneda -

‘justa’. Asi, la dimension de Hausdorff-Billingsley matiza de modo inequivoco la
posibilidad de ocurrencia de los eventos improbables.

Otra razon importante por la que la dimensién de Hausdorff--Billingsley puede re-
sultar de interés esta un poco alejada de los problemas que nos han ocupado aqui,
pero merece un breve comentario: la dimension de Hausdorfi-Billingsley propor-
ciona un concepto de dimensién asociado a un proceso estocastico e independiente
de cualquier representacion geométrica del mismo. Esto tiene un interés claro cuando
se computa Ja dimensién (e.g. de correlacién) de la medida invariante de un proceso
estocastico en el andlisis no-lineal de series temporales [MMR 95].
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